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Prés❡♥t❛t✐♦♥

▲❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭❘❖✮ ❡st ❧❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❛♣♣❧✐q✉é❡s q✉✐ tr❛✐t❡
❞❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ s❡❝t❡✉r ♣✉❜❧✐❝✳
❉❡♣✉✐s ✉♥❡ ❞✐③❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡s✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❘❖ s✬❡st é❧❛r❣✐ à ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❝♦♠♠❡
❧✬é❝♦♥♦♠✐❡✱ ❧❛ ✜♥❛♥❝❡✱ ❧❡ ♠❛r❦❡t✐♥❣ ❡t ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬❡♥tr❡♣r✐s❡✳ P❧✉s ré❝❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ❘❖ ❛ été
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ s❛♥té ❡t ❞✬é❞✉❝❛t✐♦♥✱ ♣♦✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛✉① ❡t ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ❞✬✐♥térêt ♣✉❜❧✐❝✳

❊①❡♠♣❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ✖ P❧❛♥✐✜❡r ❧❛ t♦✉r♥é❡ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ ❧✐✈r❛✐s♦♥ q✉✐ ❞♦✐t ♣❛ss❡r
♣❛r ❞❡s ♣♦✐♥ts ✜①és à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ♣✉✐s r❡✈❡♥✐r à s♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛
❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✭ét✉❞✐é ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶✮✳

❘❡♠♣❧✐r ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❛✈❡❝ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t❛✐❧❧❡s ❡t ❞❡ ✈❛❧❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙✐ ❧❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❛ ✉♥❡
❝❛♣❛❝✐té ✜♥✐❡✱ ♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣❧❛❝é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❛❝✲à✲❞♦s ✭ét✉❞✐é ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✮✳

❖r❞♦♥♥❛♥❝❡r ❧❡s tâ❝❤❡s s✉r ✉♥ ❝❤❛♥t✐❡r✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ T ✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît s❛ ❞✉ré❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡s ❛✉tr❡s tâ❝❤❡s ❞♦♥t T ❞é♣❡♥❞ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡t ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ t❡♠♣s ❛✈❛♥t ♦✉ ❛♣rès ❧❡
❞é❜✉t ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡❧❧❡s T ❞♦✐t ❞é♠❛rr❡r✳ ❖♥ ❞és✐r❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❞✉ré❡ t♦t❛❧❡ ❞✉ ❝❤❛♥t✐❡r✳ ❖♥
❞✐t q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭ét✉❞✐é ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✮✳

❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❡✉t ❜✐❡♥ sûr êtr❡ ❝♦♠♣❧✐q✉é à ❧✬❡♥✈✐❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs✱ ♦♥ r❡st❡r❛
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ✕ q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣❧✉s s✉✣s❡♥t ❡♥ ❡✛❡t à ❢❛✐r❡ ❞❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
✈ér✐t❛❜❧❡s s✉❥❡ts ❞❡ t❤ès❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r ✉♥ s✉❥❡t ❞❡ t❤ès❡ ♣❡✉t
❝♦♥s✐st❡r ❡♥ ✿ ♣❧✉s✐❡✉rs t②♣❡s ❞❡ ❝♦♥t❡♥❡✉rs✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ♣r♦❞✉✐ts à st♦❝❦❡r✱ ❞❡s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés✮✳

❍✐st♦✐r❡

▲❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ♥é❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ❙❡❝♦♥❞❡ ●✉❡rr❡ ♠♦♥❞✐❛❧❡ ❞❡s ❡✛♦rts ❝♦♥❥✉❣✉és
❞✬é♠✐♥❡♥ts ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ✭❞♦♥t ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ ❉❛♥t③✐❣✱ ❇❧❛❝❦❡tt✮ à q✉✐ ✐❧ ❛✈❛✐t été ❞❡♠❛♥❞é
❞❡ ❢♦✉r♥✐r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ♠✐❧✐t❛✐r❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r s✉❝❝ès ❞❡ ❝❡tt❡
❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ été ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✶✾✹✵ ♣❛r ❧❡ Pr✐① ◆♦❜❡❧ ❞❡ ♣❤②s✐q✉❡ P❛tr✐❝❦ ❇❧❛❝❦❡tt q✉✐ rés♦❧✉t ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ r❛❞❛rs ❞❡ s✉r✈❡✐❧❧❛♥❝❡✳ ▲❡ q✉❛❧✐✜❝❛t✐❢ ✓ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✔
✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❛✈❛✐t tr❛✐t ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ♠✐✲
❧✐t❛✐r❡s✳ ▲❛ ❞é♥♦♠✐♥❛t✐♦♥ ❡st r❡sté❡ ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ♠✐❧✐t❛✐r❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❧❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡✱ ❧❡ ♠♦t ✓ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✔ ♣r❡♥❛♥t ❛❧♦rs ♣❧✉tôt



❧❡ s❡♥s ❞✬✓ ❡✛❡❝t✐❢ ✔✳ ❈❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ❝❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s q✉✐ ♦♥t ❝réé ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡
❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ❧❡s ♠♦ts✲❝❧és ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳

❆ ♣❛rt✐r ❞❡s ❛♥♥é❡s ✺✵✱ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❢❛✐t s♦♥ ❡♥tré❡ ❞❛♥s ❧❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s✳ ❊♥
❋r❛♥❝❡✱ ❞❡s ❡♥tr❡♣r✐s❡s ❝♦♠♠❡ ❊❉❋✱ ❆✐r ❋r❛♥❝❡✱ ❧❛ ❙◆❈❋ ❝ré❡♥t à ❝❡tt❡ é♣♦q✉❡ ❞❡s s❡r✈✐❝❡s ❞❡
r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭q✉✐ ❡①✐st❡♥t t♦✉❥♦✉rs✮✳ ▲❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à êtr❡ ❡♥s❡✐❣♥é❡ ❞❛♥s
❧❡s ✉♥✐✈❡rs✐tés ❡t ❧❡s ❣r❛♥❞❡s é❝♦❧❡s✳ P✉✐s✱ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✼✵✱ s❛♥s ❞♦✉t❡ à ❝❛✉s❡ ❞✬✉♥
❡①❝ès ❞✬❡♥t❤♦✉s✐❛s♠❡ ❛✉ ❞é♣❛rt ❡t à ❧✬✐♥❛❞éq✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♠♦②❡♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s à ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❧❛ ❘❖✱ ❧❛ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ s✬❡ss♦✉✤❡✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✉ ♠✐❧❡✉ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✾✵✱ ♦♥ ❛ss✐st❡ à
✉♥ r❡t♦✉r ❡♥ ❢♦r❝❡ ❧❛ ❘❖✱ ❧❡s ♦✉t✐❧s ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s ét❛♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à ❧❛ ❤❛✉t❡✉r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s
♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❖♥ ❛ss✐st❡ ❞❡♣✉✐s à ✉♥❡ ❡①♣❧♦s✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
❧♦❣✐❝✐❡❧s ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉① ❡t ❧✬❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❜♦ît❡s ❞❡ ❝♦♥s❡✐❧✳ P♦✉r ❧❛ ❋r❛♥❝❡✱ ♥♦t♦♥s
■❧♦❣ ✭✻✺ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❡✉r♦s ❞❡ ❈❆✮✱ ❊✉r♦❞é❝✐s✐♦♥ ✭✷✱✽ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞✬❡✉r♦s ❞❡ ❈❆✮✱ ❆rt❡❧②s ✭✶✱✻ ♠✐❧❧✐♦♥s
❞✬❡✉r♦s ❞❡ ❈❆✮ à ❧✬étr❛♥❣❡r ❉❛s❤✲❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭r❛❝❤❡té ❞é❜✉t ✷✵✵✽ ♣♦✉r ✸✷ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ❞♦❧❧❛rs
♣❛r ❋❛✐r ■s❛❛❝✮✱ ■❇▼ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉tr❡s ✭❧❡ s✐t❡ ❞❡ ■◆❋❖❘▼❙ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢
❖♣❡r❛t✐♦♥ ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡ ❡♥ ❧✐st❡ ♣rès ❞❡ ✷✹✵✮✳

▲❡s r❛❝✐♥❡s✳ ✖ ❙✐ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à tr♦✉✈❡r ❞❡s ♣ré❝✉rs❡✉rs à ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♦♥
♣❡✉t ♣❡♥s❡r à ❆❧❝✉✐♥ ♦✉ à ❊✉❧❡r q✉✐ s❡ s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ✐♥tér❡ssés à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✉ t②♣❡ ❘❖✱
❜✐❡♥ q✉✬❛✉❝✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❛✐t ♠♦t✐✈é ❧❡✉r tr❛✈❛✐❧✳

❆❧❝✉✐♥ ❡st ❧❡ ♠♦✐♥❡ ✐r❧❛♥❞❛✐s ❝❤❛r❣é ♣❛r ❈❤❛r❧❡♠❛❣♥❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬é❝♦❧❡ ♣❛❧❛t✐♥❡ ❡t q✉✐
✐♥✈❡♥t❛ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❧♦✉♣✱ ❞❡ ❧❛ ❝❤è✈r❡ ❡t ❞✉ ❝❤♦✉ ❞❡✈❛♥t tr❛✈❡rs❡r ✉♥❡ r✐✈✐èr❡ ❞❛♥s ✉♥❡
❜❛rq✉❡ ♦ù ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ ♣❧❛❝❡✳

❯♥ ❤♦♠♠❡ ❞❡✈❛✐t tr❛♥s♣♦rt❡r ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté ❞✬✉♥ ✢❡✉✈❡ ✉♥ ❧♦✉♣✱ ✉♥❡ ❝❤è✈r❡ ❡t ✉♥
♣❛♥✐❡r ❞❡ ❝❤♦✉①✳ ❖r ❧❡ s❡✉❧ ❜❛t❡❛✉ q✉✬✐❧ ♣✉t tr♦✉✈❡r ♥❡ ♣❡r♠❡tt❛✐t ❞❡ tr❛♥s♣♦rt❡r q✉❡
❞❡✉① ❞✬❡♥tr❡ ❡✉①✳ ■❧ ❧✉✐ ❛ ❞♦♥❝ ❢❛❧❧✉ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ t♦✉t tr❛♥s♣♦rt❡r ❞❡ ❧✬❛✉tr❡
❝ôté s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❞♦♠♠❛❣❡✳ ❉✐s❡ q✉✐ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥t ✐❧ ❛ ré✉ss✐ à tr❛✈❡rs❡r ❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t
✐♥t❛❝ts ❧❡ ❧♦✉♣✱ ❧❛ ❝❤è✈r❡ ❡t ❧❡s ❝❤♦✉①(1)✳

❊✉❧❡r ❡st ❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❛❧❧❡♠❛♥❞ à q✉✐ ❧❡s ♥♦t❛❜❧❡s ❞❡ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣ ❞❡♠❛♥❞èr❡♥t s✬✐❧ ét❛✐t
♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s ♣♦♥ts ❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✼ ♣♦♥ts ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s
✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✺✮✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t très s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ t♦✉r♥é❡s ❞✉ t②♣❡ ❢❛❝t❡✉r ♦✉ r❛♠❛ss❛❣❡ ❞✬♦r❞✉r❡✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❢❛✉t ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s r✉❡s ❞✬✉♥❡
✈✐❧❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❊✉❧❡r tr♦✉✈❛ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ✶✼✸✻ ✕ ✉♥ t❡❧ ♣❛r❝♦✉rs ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ✕ ❡♥
♣r♦❝é❞❛♥t à ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✉❜t✐❧❡ ♣❛r ❞❡s ♠♦ts✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❛❝t✉❡❧❧❡✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱
✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✭✈♦✐r ❈❤❛îtr❡ ✷✮✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥ ❝♦♥❝❡♣t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡
s✐♠♣❧❡ ✕ t❡❧❧❡♠❡♥t s✐♠♣❧❡ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs q✉❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❡♥ ♥✐❡♥t ❧✬✐♥térêt ✕ q✉✐ s❡r❛
♣rés❡♥té ❞❛♥s ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❛✈❡❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣♦♥ts✱ ❡t ❛♠♣❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝♦✉rs✳ ❖♥ ✈♦✐t s✉r ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡ q✉✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t s✐♠♣❧✐✜❡r ❞❡
♠❛♥✐èr❡ ❞r❛st✐q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ✈✐sé❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❛ été ét✉❞✐é ♣❛r ▼♦♥❣❡ ❡♥
✶✼✽✶ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❞é❜❧❛✐s ❡t r❡♠❜❧❛✐s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s n t❛s ❞❡ s❛❜❧❡✱ ❞❡✈❛♥t s❡r✈✐r
à ❝♦♠❜❧❡r m tr♦✉s✳ ◆♦t♦♥s ai ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ iè♠❡ t❛s ❞❡ s❛❜❧❡ ❡t bj ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ s❛❜❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ❝♦♠❜❧❡r ❧❡ jè♠❡ tr♦✉✳ ◗✉❡❧ ♣❧❛♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡
s❛❜❧❡ ❄

(1)❍♦♠♦ q✉✐❞❛♠ ❞❡❜❡❜❛t ✉❧tr❛ ✢✉✈✐✉♠ tr❛♥s❢❡rr❡ ❧✉♣✉♠✱ ❝❛♣r❛♠✱ ❡t ❢❛s❝✐❝✉❧✉♠ ❝❛✉❧✐✳ ❊t ♥♦♥ ♣♦t✉✐t ❛❧✐❛♠ ♥❛✈❡♠

✐♥✈❡♥✐r❡ ♥✐s✐ q✉❛❡ ❞✉♦s t❛♥t✉♠ ❡① ✐♣s✐s ❢❡rr❡ ✈❛❧❡❜❛t✳ Pr❛❡❝❡♣t✉♠ ✐t❛q✉❡ ❡✐ ❢✉❡r❛t ✉t ♦♠♥✐❛ ❤❛❡❝ ✉❧tr❛ ✐❧❧❛❡s❛

♦♠♥✐♥♦ tr❛♥s❢❡rr❡t✳ ❉✐❝❛t✱ q✉✐ ♣♦t❡st✱ q✉♦♠♦❞♦ ❡✐s ✐❧❧❛❡s✐s tr❛♥s✐r❡ ♣♦t✉✐t✳

✷



❋✐❣✳ ✶✳ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣ ❡t s❡s ✼ ♣♦♥ts

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ♣r♦♣♦s❛ ▼♦♥❣❡ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ❡t ♣r♦❝è❞❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❡s✲
♣❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❣é♦❞és✐q✉❡ ✕ ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦rr❡❝t❡✳
▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❡st ❝♦♥♥✉❡ ❞❡♣✉✐s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✹✵ ❡t ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭q✉❡ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮✱ ♦✉ ♠✐❡✉①✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ✢♦ts ✭q✉❡ ♥♦✉s
✈❡rr♦♥s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳

▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥

❬❲✐❦✐♣❡❞✐❛❪ ❯♥ ♠♦❞è❧❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐té ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❧✉✐
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s ♦✉t✐❧s✱ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ❧❡s t❤é♦r✐❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ♣✉✐s ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t✱
❡♥ s❡♥s ✐♥✈❡rs❡✱ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s rés✉❧t❛ts ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ♣ré❞✐❝t✐♦♥s ♦✉
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ♠♦♥❞❡ ré❡❧✳

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ❞❛♥s
❧❡✉r ♥❛t✉r❡✳ ▼❛✐s ❧❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱
✐❧ ❢❛✉t tr❛❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❝❛❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉rr♦♥t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ❈❡tt❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❈❡tt❡ ♣❤❛s❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞é♣❡♥❞ ❝r✉✲
❝✐❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ♠♦❞è❧❡ ❝❤♦✐s✐✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s s♦♥t
♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s r❛r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡♠❜❧❡ ✐♥s♦❧✉❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t tr✐✈✐❛❧
❞❛♥s ✉♥❡ ❛✉tr❡✳

❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ t♦✉s ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ ❞♦✐✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧♦rsq✉✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♣❧❛♥✐✜❡r ✉♥❡ t♦✉r♥é❡✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞✬✐♥térêt✳ ▲❡ st❛t✉t ❞✉
❝♦♥❞✉❝t❡✉r✱ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ ♦✉ ❞✉ ♣r♦❞✉✐t tr❛♥s♣♦rté ♣❡✉✈❡♥t✱ ❡✉①✱ ❡♥ ❛✈♦✐r✱ ❡t s❡✉❧❡
✉♥❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t♦✉r♥é❡ ♣❡✉t ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ tr❛♥❝❤❡r✳
❙♦✉✈❡♥t✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❛❝❝♦♠♣❛❣♥é❡ ♦✉ ♣ré❝é❞é❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❛✈❡❝
❧❡ ❝♦♠♠❛♥❞✐t❛✐r❡ ✭❧❡q✉❡❧ ♥✬❛ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ✐❞é❡ ❝❧❛✐r❡ ❞❡ ❝❡ q✉✬✐❧ ❝❤❡r❝❤❡ à ♦❜t❡♥✐r
✕ ❝❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ❧✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛❧♦rs é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♣ré❝✐s❡r s❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✮✳
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❯♥❡ ❞❡s ✈r❛✐s ❞✐✣❝✉❧tés ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧s é❧é♠❡♥ts ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sés ❡t q✉❡❧s
s♦♥t ❝❡✉① q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧✬êtr❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♣❛r✈❡♥✐r à tr♦✉✈❡r ❧❡ ❥✉st❡ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥tr❡ ✉♥
♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡✱ ❞♦♥❝ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s♦❧✉❜❧❡✱ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❝♦♠♣❧✐q✉é✱ ♣❧✉s ré❛❧✐st❡✱ ♠❛✐s ♣❧✉s
❞✐✣❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r✱ ✉♥ ♠♦❞è❧❡ s✐♠♣❧❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣ré❢ér❛❜❧❡ ❡t ♣❡r♠❡t
s♦✉✈❡♥t ❞❡ ❝❛♣t✉r❡r ❧✬❡ss❡♥❝❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡(2)✱ ❞❡ s❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ❢❛❝✐❧❡s à ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r✳

❈❡ q✉✐ ❡st ❞❡♠❛♥❞é ❛✉ ❝❤❡r❝❤❡✉r ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧✱ ❝✬❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
r❡ss♦✉r❝❡s✱ ✈♦✐r❡ ✉♥❡ ✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ▲❡s ❜♦♥♥❡s q✉❡st✐♦♥s à s❡ ♣♦s❡r✱ ❢❛❝❡ à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ t②♣❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ◗✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❄ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡❧s s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ♠♦♥ ♠♦❞è❧❡
q✉❡ ❥✬❛✐ ❧❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❢❛✐r❡ ✈❛r✐❡r ♣♦✉r ♣r♦♣♦s❡r ❞✬❛✉tr❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❄

✕ ◗✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❄ ❯♥❡ ❢♦✐s ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❛✉t♦r✐sé❡s ♣♦✉r ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❄

✕ ◗✉❡❧ ❡st ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♦✉ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ❄ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ q✉❛♥t✐té q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♠❛①✐♠✐s❡r ♦✉ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❄
❘❛♣♣❡❧♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t q✉❡✱ ❡♥ t♦✉t❡ r✐❣✉❡✉r✱ ♦♥ ♥✬♦♣t✐♠✐s❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ q✉❛♥t✐té à ❧❛ ❢♦✐s✳
❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞❡♠❛♥❞❡r ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r à ❧❛ ❢♦✐s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥ tr❛❥❡t ❡t s♦♥ t❡♠♣s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ✿
❧❡ tr❛❥❡t ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ♣❡✉t très ❜✐❡♥ ♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✈✐❝✐♥❛❧ ❡t ❧❡ tr❛❥❡t ❧❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ êtr❡
très ❧♦♥❣ ♠❛✐s s✉r ❛✉t♦r♦✉t❡✳ ▲✬♦♣t✐♠✉♠ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ ❝r✐tèr❡ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡r
❛✈❡❝ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛✉tr❡ ❝r✐tèr❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♠✉❧t✐✲
♦❜❥❡❝t✐❢ ♦✉ ♠✉❧t✐✲❝r✐tèr❡✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❤✐ér❛r❝❤✐s❡r ❧❡s ♦❜❥❡❝t✐❢s✱ ♦✉ ❧❡✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ r❡✈✐❡♥t
✐♥ ✜♥❡ à ✉♥ ✈r❛✐ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❀ ♦✉ ❛❧♦rs ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r t♦✉t❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
❞✐t❡ P❛r❡t♦✲♦♣t✐♠❛❧❡✳

❯♥❡ ❢♦✐s ❧❡ ♠♦❞è❧❡ é❝r✐t✱ ❧❡ ❝❤❡r❝❤❡✉r ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ ✈❛ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ q✉✐
t✐❡♥❞r❛ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ q✉✐ ❧✉✐ ❛ été ✜①é✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s à ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❡♣r✐s❡s
❞❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs✱ ♣♦✉r ✉♥ ♠ê♠❡ ♠♦❞è❧❡✱ ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❡✉t êtr❡ ♣r♦♣♦sé✳ ❈❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❡ ❞✐✛ér❡♥❝✐❡♥t ♣❛r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✬✐❧s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t✱ ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱
❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❝r✉❝✐❛❧❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ 1 ms✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ t♦❧ér❛♥❝❡ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❛s✱
1 s❡♠❛✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t êtr❡ ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♠❛✐s ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ tr♦✉✈❡r ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳ ❊♥
❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ s❡ s✐t✉❡ ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❡①trê♠❡s✳

▲❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬♦✉t✐❧s t❤é♦r✐q✉❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✬❛♣♣ré❝✐❡r
❝❡s ♣♦✐♥ts ✭r❛♣✐❞✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱✳✳✳✮ s❛♥s ❛✈♦✐r à ❡①♣ér✐♠❡♥t❡r✳ ❖♥ ♣❛r❧❡
❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ t❤é♦r✐q✉❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ré❛❧✐s❡r ✉♥ ♣r♦t♦t②♣❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭♦♥ ♣❛r❧❡ s♦✉✈❡♥t
❞❡ ✏❝♦❞❡ ❛❝❛❞é♠✐q✉❡✑✮ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r s❛ ré❛❧✐s❛❜✐❧✐té ♣r❛t✐q✉❡ ✕ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥
♣r❛t✐q✉❡✳ ❊♥✜♥✱ s✐ ❝❡s ét❛♣❡s s♦♥t ✈❛❧✐❞é❡s✱ ♦♥ ♣❛ss❡ ❛✉ ❞é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡
à ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❝♦❞❡ r♦❜✉st❡✱ ♣r♦❣r❛♠♠❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❞✐s❝✉t❡r ❧❡s ❢♦r♠❛ts ❞❡s ✜❝❤✐❡rs ❞✬✐♥♣✉t✱
❞❡ ❞✐s❝✉t❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ❞✉ ❝♦❞❡✱ ❡t❝✳ ♠❛✐s ❧à ♦♥ s✬é❧♦✐❣♥❡ ❞✉ ❝÷✉r ❞✉ ♠ét✐❡r
❞✉ ❝❤❡r❝❤❡✉r ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧✳

❊♥ rés✉♠é✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❡ s❝❤é♠❛ s✉✐✈❛♥t✳

✶✳ ❖❜❥❡❝t✐❢s✱ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳

✷✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳

(2)❊♥ ♣❤②s✐q✉❡ ♦✉ ❡♥ é❝♦♥♦♠✐❡✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♠♦❞è❧❡s s✐♠♣❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞✬■s✐♥❣ ♦✉ ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦♥❝✉r✲

r❡♥❝❡ ♣❛r❢❛✐t❡✱ s♦♥t très ❢r✉❝t✉❡✉① ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❧❡ ré❡❧✳

✹



✸✳ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✈❛❧✐❞✐té t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♣♦✉r
tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✱ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦✉r♥✐❡✮✳

✹✳ ■♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

✺✳ ❉é♣❧♦✐❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

❖❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉rs

▲❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♦❝❝✉♣❡ ✉♥❡ ♣❧❛❝❡ ❣r❛♥❞✐ss❛♥t❡ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡✱ ❧❛ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❡t ❧❡s
tr❛♥s♣♦rts✳ P♦✉r ✉♥ ✐♥❣é♥✐❡✉r s♦✉❤❛✐t❛♥t ❢❛✐r❡ ✉♥ tr❛✈❛✐❧ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❝❡s ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡s✱ ❡❧❧❡ ❡st
q✉❛s✐✲✐♥❝♦♥t♦✉r♥❛❜❧❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉rs ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❡s ❜❛s❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿
❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❡t ❧❡s ♠♦❞è❧❡s t②♣✐q✉❡s✱ ❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥✳
❯♥ ét✉❞✐❛♥t ♠❛îtr✐s❛♥t ❧❡s ❡①❡r❝✐❝❡s ❞❡ ❝❡ ❝♦✉rs ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❣r❛♥❞❡ ♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ r❡♥❝♦♥trés ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡✱ ❞❡ ♣r♦♣♦✲
s❡r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡t ❞✬❡♥ ❞✐s❝✉t❡r ❧❡s q✉❛❧✐tés r❡s♣❡❝t✐✈❡s✳ ▲❡ ❝♦✉rs s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r❛
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s ét❛♣❡s ✷✳ ❡t ✸✳ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

✺
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❈❍❆P■❚❘❊ ✷

❇❆❙❊❙

✷✳✶✳ ●r❛♣❤❡s

❯♥❡ ❜r✐q✉❡ ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ▲❡s ❣r❛♣❤❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t
❧♦rsq✉✬♦♥ ❡st ❝♦♥❢r♦♥té à ✉♥ rés❡❛✉ ✭rés❡❛✉ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✱ rés❡❛✉ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ rés❡❛✉ ❞✬❡❛✉ ♦✉ ❞❡
❣❛③✱ ❡t❝✳✮✳ ❈♦♠♠❡♥t ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❄ ❈✬❡st ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡
❝♦♠♠❡r❝❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❈♦♠♠❡♥t ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ rés❡❛✉ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ r♦❜✉st❡✱ t♦✉t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ❄ ❈✬❡st ❧❡ t❤è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉ ✭◆❡t✇♦r❦ ❉❡s✐❣♥✮✱ ❛❜♦r❞é
❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸✳

▼❛✐s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s s✉❜t✐❧❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥❡s ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥s
❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♦ù ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣❤②s✐q✉❡✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✬❡♠♣❧♦②és à ❞❡s tâ❝❤❡s q✉✐ s❡r❛ ét✉❞✐é ❛✉① ❈❤❛♣✐tr❡s ✺ ❡t ✻✳ ▲❡s
s♦♠♠❡ts r❡♣rés❡♥t❡♥t ❞❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡s ❡♠♣❧♦②és✱ ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ❧❡s ❛♣♣❛r✐❡♠❡♥ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❡♥tr❡
tâ❝❤❡s ❡t ❡♠♣❧♦②és✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❞é❜❧❛✐s ❡t r❡♠❜❧❛✐s ét✉❞✐é ♣❛r ▼♦♥❣❡ ♣❡✉t s❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ♣❛r
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✭❜✐♣❛rt✐✮✳

✷✳✶✳✶✳ ●r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✳ ✖ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
V ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡ E ❞✬❛rêt❡s ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ♣❛✐r❡s ❞❡ s♦♠♠❡ts✳ ❖♥ é❝r✐r❛
✐♥❞✐✛ér❡♠♠❡♥t e = uv ♦✉ e = vu✱ ♦ù e ❡st ✉♥❡ ❛rêt❡ ❡t ♦ù u ❡t v s♦♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡
❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛rêt❡s ♣♦✉r s♦✉❧✐❣♥❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s s♦♥t ❛✉t♦r✐sé❡s✳ ❊♥ ❝❛s ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥✱
♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬❛rêt❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ▲❛ ♣❛✐r❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥❡ ❛rêt❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✬✉♥
s♦♠♠❡t✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st s♦✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥ ♣❛r ❞❡s
♣♦✐♥ts ✕ ❝❡ s♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ✕ r❡❧✐és ♣❛r ❞❡s ❧✐❣♥❡s ✕ ❝❡ s♦♥t ❧❡s ❛rêt❡s✳ ❱♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❉❡✉①
s♦♠♠❡ts ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ❧❛ ♠ê♠❡ ❛rêt❡ s♦♥t ❞✐ts ✈♦✐s✐♥s✳

❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t ❝♦♠♣❧❡t s✐ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡st r❡❧✐é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡✳ ❱♦✐r ❡①❡♠♣❧❡
❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t ❜✐♣❛rt✐ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♣❡✉t êtr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ ❞❡✉①
♣❛rt✐❡s ♥✬✐♥❞✉✐s❛♥t ❝❤❛❝✉♥❡ ❛✉❝✉♥❡ ❛rêt❡✳ ❱♦✐r ❡①❡♠♣❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

▲❡ ❞❡❣ré ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t v ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à v✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛❞♠❡tt❛♥t v ❝♦♠♠❡
❡①tré♠✐té✳ Pré❝✐s♦♥s q✉✬✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣té❡ ❞❡✉① ❢♦✐s✳ ❯♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ❞❡❣ré é❣❛❧ à 0

❡st ❞✐t ✐s♦❧é✳
❯♥ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ✭✐♥❞✉✐t✮ H ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G ❛ ♣♦✉r ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡

V ′ ⊆ V ✳ ▲❡s ❛rêt❡s ❞❡ H s♦♥t ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❝❡❧❧❡s ❞❡ G ❛②❛♥t ❧❡✉rs ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés ❞❛♥s V ′(1)✳

(1)❉❛♥s ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❛♥❣❧❛✐s❡✱ ✉♥ t❡❧ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ✐♥❞✉❝❡❞ s✉❜❣r❛♣❤✳ ❈❡s ❛rêt❡s s♦♥t ♥♦té❡s E[V ′]✳

❖♥ ♣❛r❧❡ ❛✉ss✐ ❡♥ ❢r❛♥ç❛✐s ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❛rt✐❡❧ ❞❡ G✱ q✉✐ ❛ ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts q✉❡ G✱ ♠❛✐s ♥✬❛ q✉✬✉♥❡

♣❛rt✐❡ ❞❡ s❡s ❛rêt❡s✱ ❡t ❞❡ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ♣❛rt✐❡❧✱ q✉✐ ❛ ❝♦♠♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G

❡t ❝♦♠♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞❡ E ✕ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ s✉❜❣r❛♣❤✳



v1

v2

v3

v4

v5

v6

v1v2

v1v2

v3v3

v5v6

v3v4

v2v5

❋✐❣✳ ✶✳ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ♥♦♥ ❝♦♥♥❡①❡✱ ♣♦ssè❞❡ ✻ s♦♠♠❡ts✱ ✻ ❛rêt❡s✱

❞♦♥t ❞❡✉① ❛rêt❡s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ❡t ✉♥❡ ❜♦✉❝❧❡✳

❋✐❣✳ ✷✳ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❋✐❣✳ ✸✳ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐✳

✶✵



❋✐❣✳ ✹✳ ●r❛♣❤❡ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡✳ ▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡ ❡st ♠✐s❡

❡♥ ❣r❛s✳

✷✳✶✳✶✳✶✳ ❈❤❛î♥❡✱ ❝②❝❧❡✱ ❝♦♥♥❡①✐té✳ ✖ ❯♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

v0, e1, v1, . . . , ek, vk

♦ù k ❡st ✉♥❡ ❡♥t✐❡r ≥ 0✱ vi ∈ V ♣♦✉r i = 0, . . . , k ❡t ej ∈ E ♣♦✉r j = 1, . . . , k ❛✈❡❝ ej = vj−1vj ✳
▲✬❡♥t✐❡r k ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❡st ✉♥ tr❛❥❡t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s
❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ s✉✐t ❧❡s ❛rêt❡s s❛♥s r❡❜r♦✉ss❡r ❝❤❡♠✐♥ s✉r ✉♥❡ ❛rêt❡✳ ❙✐
❧❡s ei s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ❞❡✉① à ❞❡✉①✱ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡st ❞✐t❡ s✐♠♣❧❡✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♥❡ ♣❛ss❡ ❥❛♠❛✐s
♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦✐s s✉r ✉♥ s♦♠♠❡t✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❯♥❡ ❝❤❛î♥❡ s✐♠♣❧❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉t❡s
❧❡s ❛rêt❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡✳ ❯♥❡ ❝❤❛î♥❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts
❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡ ✭✈♦✐r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✹✮✳

❯♥ ❝②❝❧❡ ❡st ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ≥ 1✱ s✐♠♣❧❡ ❡t ❢❡r♠é❡✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

v0, e1, v1, . . . , ek, v0

❛✈❡❝ ej = vj−1vj ♣♦✉r j < k✱ ❡t ek = v0vk−1✳ ❯♥ ❝②❝❧❡ ❡st é❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✐ ❧❡s vi ♣♦✉r i = 0, . . . , k−1

s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ❞❡✉① à ❞❡✉①✳ ❯♥ ❝②❝❧❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t ❡✉❧ér✐❡♥✳
❯♥ ❝②❝❧❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳

❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t ❝♦♥♥❡①❡ s✐ ❡♥tr❡ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡✳

✷✳✶✳✶✳✷✳ ❈♦✉♣❧❛❣❡✳ ✖ ❯♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s
M ⊆ E t❡❧❧❡s q✉❡ ❞❡✉① ❛rêt❡s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❡ M s♦✐❡♥t ❞✐s❥♦✐♥t❡s✳ ❯♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts
❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts C ⊆ V t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡ ❛rêt❡ ❞❡ E t♦✉❝❤❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s♦♠♠❡t
❞❡ C✳ ❖♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été très ✉t✐❧❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✬✉♥
❝♦✉♣❧❛❣❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳ ✖ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❙♦✐t M ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡t C ✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts✳ ❆❧♦rs

|M | ≤ |C|.

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛✐ssé❡ ❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡✳

✷✳✶✳✶✳✸✳ ❈♦❧♦r❛t✐♦♥✳ ✖ ❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❢r✉❝t✉❡✉s❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❡t très ✉t✐❧❡ ❡♥ ❘❡❝❤❡r❝❤❡
❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s
✉t✐❧✐sé❡✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞é✲
❧✐s❛t✐♦♥ s✉r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♥❛t✉r❡s très ❞✐✛ér❡♥t❡s ✕ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡ ❡♥ té❧é♣❤♦♥✐❡
♠♦❜✐❧❡ ❡t ❧✬♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❞❡s ❡♠♣❧♦②és✳

❯♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ c : V → N✳ ▲❡s ❡♥t✐❡rs N s♦♥t ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧és
❝♦✉❧❡✉rs✳ ❯♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ✈♦✐s✐♥s u, v ♦♥ ❛✐t c(u) 6= c(v) ✿
❞❡✉① s♦♠♠❡ts ✈♦✐s✐♥s ♦♥t ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❯♥❡ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣♦s❡r✱ ét❛♥t

✶✶



u1

u2

u3

u4

u5

u6

u7

(u3, u4)

(u4, u3)
(u5, u3)

(u7, u5)

(u6, u3)

(u2, u1)

❋✐❣✳ ✺✳ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ♣♦ssè❞❡ ✼ s♦♠♠❡ts ❡t ✺ ❛r❝s✳

❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡✳ ❈❡
♥♦♠❜r❡✱ ♥♦té χ(G)✱ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ G✳

❖♥ ❛ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ❞✉ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ s♦✉s✲❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t ≤ χ(G) ✭❞é♠♦♥s✲
tr❛t✐♦♥ ❧❛✐ssé❡ ❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡ ✕ ♠❛✐s ❝✬❡st ♣r❡sq✉❡ tr✐✈✐❛❧ ✦✮✳

✷✳✶✳✷✳ ●r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✳ ✖ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té D = (V,A) ❡st ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐
V ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ✜♥✐❡ A ❞✬❛r❝s ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❝♦✉♣❧❡s(2) ❞❡ s♦♠♠❡ts✳ ❖♥ é❝r✐r❛
a = (u, v)✱ ♦ù a ❡st ✉♥ ❛r❝ ❡t ♦ù u ❡t v s♦♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♥♦♥ ♦r✐❡♥tés✱
❧❡s ré♣ét✐t✐♦♥s s♦♥t ❛✉t♦r✐sé❡s ❡t✱ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ré♣ét✐t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬❛r❝s ♣❛r❛❧❧è❧❡s✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❡
❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ❛r❝ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❧❛ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❜♦✉❝❧❡✳
▲♦rsq✉✬♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✢è❝❤❡s ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✺✮✳ P♦✉r
✉♥ ❛r❝ (u, v)✱ ❧❡ s♦♠♠❡t u ❡st ❛♣♣❡❧é ❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡ v ❡t v ❡st ❧❡ s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ u✳

▲❡ ❞❡❣ré s♦rt❛♥t ✭r❡s♣✳ ❞❡❣ré ❡♥tr❛♥t✮ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t u ❡t ♥♦té degout(u) ✭r❡s♣✳ degin(u)✮ ❡st ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s✉❝❝❡ss❡✉rs ✭r❡s♣✳ ❛♥té❝é❞❡♥ts✮ ❞❡ v✳

❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

v0, a1, v1, . . . , ak, vk

♦ù k ❡st ✉♥❡ ❡♥t✐❡r ≥ 0✱ vi ∈ V ♣♦✉r i = 0, . . . , k ❡t aj ∈ A ♣♦✉r j = 1, . . . , k ❛✈❡❝ aj = (vj−1, vj)✳
▲✬❡♥t✐❡r k ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ✉♥ tr❛❥❡t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ s✉✐t ❧❡s ❛r❝s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡s ✢è❝❤❡s✳ ❙✐ ❧❡s ai s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts
❞❡✉① à ❞❡✉①✱ ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❞✐t❡ s✐♠♣❧❡✳ ❙✐ ❞❡ ♣❧✉s ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ♥❡ ♣❛ss❡ ❥❛♠❛✐s ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ❢♦✐s s✉r
✉♥ s♦♠♠❡t✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞✐t❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ s✐♠♣❧❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s ❛r❝s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡
♦r✐❡♥té ❡st ❞✐t ❡✉❧ér✐❡♥✳ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t
❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳

❯♥ ❝✐r❝✉✐t ❡st ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ≥ 1✱ s✐♠♣❧❡ ❡t ❢❡r♠é❡✳ ❈✬❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

v0, a1, v1, . . . , ak, v0

(2)❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ s♦♥t ♦r❞♦♥♥és✱ ❝❡✉① ❞✬✉♥❡ ♣❛✐r❡ ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s✳

✶✷



1

2

3

4

5 6

7

8

❋✐❣✳ ✻✳ ●r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❡✉❧ér✐❡♥✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❡s ❛r❝s ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝✐r❝✉✐t

❡st ✐♥❞✐q✉é✳

❛✈❡❝ aj = (vj−1, vj) ♣♦✉r j < k✱ ❡t ak = (v0, vk−1)✳ ❯♥ ❝✐r❝✉✐t ❡st é❧é♠❡♥t❛✐r❡ s✐ ❧❡s vi ♣♦✉r
i = 0, . . . , k − 1 s♦♥t ❞✐st✐♥❝ts ❞❡✉① à ❞❡✉①✳ ❯♥ ❝✐r❝✉✐t ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s ❛r❝s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡
♦r✐❡♥té ❡st ❞✐t ❡✉❧ér✐❡♥✳ ❯♥ ❝✐r❝✉✐t é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❞✐t
❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❝✐r❝✉✐t ❡✉❧ér✐❡♥ ❡st ❞♦♥♥é ❋✐❣✉r❡ ✻✳

❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❡st ❞✐t ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ✏♦✉❜❧✐❛♥t✑
❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❛r❝s ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳ ■❧ ❡st ❞✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦✉♣❧❡ (u, v) ❞❡
s♦♠♠❡t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡ u à v✳

❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ✿ ❙✐ r✐❡♥ ♥✬❡st ♣ré❝✐sé ♣❛r ❛✐❧❧❡✉rs✱ n r❡♣rés❡♥t❡r❛ |V | ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
s♦♠♠❡ts ❡t m r❡♣rés❡♥t❡r❛ |E| ✭♦✉ |A|✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ✭♦✉ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s✮✳

✷✳✷✳ ❘❡t♦✉r s✉r ❧❡s ♣♦♥ts ❡t s✉r ❧❡ ✈♦②❛❣❡✉r

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣♦♥ts ❞❡ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣ ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❛ été ❢❛✐t ❛❧❧✉s✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s s❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s î❧❡s ❡t ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❜❡r❣❡s s♦♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ■❧
② ❛ ❞♦♥❝ ✹ s♦♠♠❡ts✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦♥t ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ✕ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✼✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝
à s❛✈♦✐r s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ❣r❛♣❤❡✳

▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st
s✐♠♣❧❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛✐ssé❡ ❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✳ ✖ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ s❛♥s s♦♠♠❡t ✐s♦❧é ❛❞♠❡t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♣♦ssè❞❡ ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r✳

❯♥ ❣r❛♣❤❡ s❛♥s s♦♠♠❡t ✐s♦❧é ❛❞♠❡t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ❡t ♥✬❛
♣❛s ❞❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r✳

✳ ✖

✶✸



❋✐❣✳ ✼✳ ▼♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♣♦♥ts ❞❡ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ♣♦ssè❞❡✲t✲✐❧ ✉♥❡

❝❤❛î♥❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ❄

❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t t❡♥t❡r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡
❞♦♥t ♦♥ ❛ ♣❛r❧é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ▲❡ ♣♦✐♥t à ❧✐✈r❡r ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✉
❣r❛♣❤❡✱ ❧❛ r♦✉t❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ❡st r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡
❣r❛♣❤❡ Kn = (V,E)✱ ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✳ ❈❡ ❣r❛♣❤❡ ✕ s✐♠♣❧❡ ✕ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❝♦♠♣❧❡t ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ❛rêt❡✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
d : E → R+ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s r♦✉t❡s r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❧❡s ❛rêt❡s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ❧❡
❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ Kn ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s d✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶ ❞❡
❝❡ ❝♦✉rs tr❛✐t❡r❛ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦r✐❡♥té✱ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ♦✉ ❝✐r❝✉✐t
❡✉❧ér✐❡♥ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶✳

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✷✳ ✖ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ s❛♥s s♦♠♠❡t ✐s♦❧é ❛❞♠❡t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡✉❧ér✐❡♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ✐❧ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡t v ❡t w t❡❧s q✉❡ degout(v) = degin(v) + 1✱
degout(w) + 1 = degin(w) ❡t degout(u) = degin(u) ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t u 6= v, w✳

❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❞♠❡t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ❡t degout(u) =

degin(u) ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t u✳

◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❞♠❡tt❛♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥ ❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✳

✷✳✸✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡

✷✳✸✳✶✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ✖ ▲❡ t❡r♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ♣❧✉tôt ✈❛❣✉❡ ♣♦✉r
❞és✐❣♥❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X q✉✐
♠✐♥✐♠✐s❡ ♦✉ ♠❛①✐♠✐s❡ ✉♥ ❝r✐tèr❡✱ ♦✉ ❝♦ût✱ ♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✳ P✉✐sq✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡
❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛ ♣♦✉r ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣❤❛s❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s❡ t❡r♠✐♥❡ s♦✉✈❡♥t ♣❛r
❧✬é❝r✐t✉r❡ ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✳

✶✹



❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s✬é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à
♠✐♥✐♠✐s❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛♥t✐té✮✳

▼✐♥ f(x)

s✳❝✳ x ∈ X.

f ❡st ❧❡ ❝r✐tèr❡✳ ✓ s✳❝✳ ✔ s✐❣♥✐✜❡ ✓ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✔ X ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s
♦✉ ré❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ❡t ✓ x ∈ X ✔ ❡st ❧❛ ♦✉ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r♠✐ ❝❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ x∗✱ ✐✳❡✳ ✐❝✐ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡
❝r✐tèr❡✳ inf{f(x) : x ∈ X} ❡st ❛♣♣❡❧é ✈❛❧❡✉r ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ❙✐ X = ∅✱ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ét❛♥t é❣❛❧❡ à +∞✳

❊♥ ♣❧✉s ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ❝❛❞r❡ ❝♦♠♣❛❝t ♣♦✉r ❢♦r♠✉❧❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ à ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡
❞❡ r❛♣♣❡❧❡r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s à s❡ ♣♦s❡r ❧♦rsq✉✬♦♥ rés♦✉t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❱❡✉t✲♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❡r
♦✉ ♠❛①✐♠✐s❡r ❄ ◗✉❡ ✈❡✉t✲♦♥ ♦♣t✐♠✐s❡r ❄ ◗✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ❄ ◗✉❡❧❧❡s
s♦♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ♦♥ ♣❡✉t ❥♦✉❡r ❄

❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❡t très ✉t✐❧❡ ❡st q✉❡ t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❡✉t s❡
réé❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡ ❝r✐tèr❡ −f(x)✳ ❊t
ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮✱ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ❈❡s tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s♦♥t très ❢réq✉❡♥ts ❡♥ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

✷✳✸✳✷✳ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❡t ❜♦r♥❡✳ ✖ ❈❤❡r❝❤❡r ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs
❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ α✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x ∈ X t❡❧❧❡ q✉❡

f(x) ≤ αf(x∗).

❙✐ ❧✬♦♥ ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠✐♥♦r❛♥t ❞❡ f ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ g t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t
x ∈ X✱ ♦♥ ❛✐t g(x) ≤ f(x)✱ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ α✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à
♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ f(x) ≤ αg(x∗)✳ ❖♥ ✈♦✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞✉
♠✐♥♦r❛♥t ❞❡ f ✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s à ✈❡♥✐r✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s s♦✉✈❡♥t ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ q✉❡ ♣❡✉✈❡♥t
❛✈♦✐r ❝❡s ♠✐♥♦r❛♥ts✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❛✈♦✐r ✉♥ ♠✐♥♦r❛♥t g ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛❥♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛
s♦❧✉t✐♦♥ x ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ x∗ ✿ ♦♥ ❡st à ♠♦✐♥s ❞❡

f(x)− g(x∗)

g(x∗)
%

❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳ ■❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉t✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r s✐ ❧✬♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ✉♥ ❜♦♥ ♠✐♥♦r❛♥t✱ ❢❛❝✐❧❡ à ❝❛❧❝✉❧❡r✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs é✈✐t❡r ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r à ❛♠é❧✐♦r❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t t♦✉r♥❡r ❧♦♥❣✉❡♠❡♥t ✉♥
♣r♦❣r❛♠♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❛❧♦rs q✉✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♥♦✉s ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❡st à
♠♦✐♥s ❞❡ ✵✱✶✪ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ ❜♦♥ ♠✐♥♦r❛♥t ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ❱♦✐r ❋✐❣✉r❡s
✽ ❡t ✾✳

✷✳✸✳✸✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✈s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡✳ ✖ ❙✐ X ❡st ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥ ❡s✲
♣❛❝❡ ✈❡❝t♦r✐❡❧ ❡t s✐ f s❛t✐s❢❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ré❣✉❧❛r✐té✱ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
r❡❧è✈❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ❯♥ ♦✉t✐❧ ❢réq✉❡♥t ❡st ❛❧♦rs ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳ ◆♦tr❡ s❡✉❧❡ r❡♥❝♦♥tr❡
❛✈❡❝ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs s❡ ❢❡r❛ ♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡✱ q✉✐✱ ❡❧❧❡✱ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s s❡ rés♦✉❞r❡ ♣❛r ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X ❡st s♦✉✈❡♥t ❞❡ ♥❛t✉r❡ ❞✐s❝rèt❡✱ ✐✳❡✳ q✉✬✐❧ ♣❡✉t
êtr❡ ♠✐s ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ N✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡

✶✺



Graphe coloré avec 5 couleurs: rouge, bleu, vert, jaune et noir.

❋✐❣✳ ✽✳ P❡✉t✲♦♥ ❝♦❧♦r❡r ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ✺ ❝♦✉❧❡✉rs ❄

❋✐❣✳ ✾✳ P❡✉t✲♦♥ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♣❧✉s ❞❡ ✸ ❛rêt❡s ❄

q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝②❝❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❞❡s ✈✐❧❧❡s ✜①é❡s à ❧✬❛✈❛♥❝❡ ❡st ❞❡ ♥❛t✉r❡
❞✐s❝rèt❡✳ X ❡st ✐❝✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s✳ ❚♦✉t ❝②❝❧❡ ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝②❝❧❡s✳ ❖♥ ❡st ❜✐❡♥ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ✭❡t ❧✬♦♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ q✉✬✐❝✐ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❝♦♥t✐♥✉❡ s♦♥t s❛♥s ✐♥térêt ✿ q✉❡ ❞ér✐✈❡r ✐❝✐ ❄✮✳

✶✻



✷✳✸✳✹✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡

▼✐♥ f(x)

s✳❝✳ g(x) = 0, ✭P✮
h(x) ≤ 0

x ∈ X,

❛✈❡❝ X 6= ∅✱ f : X → R✱ g : X → Rp ❡t h : X → Rq✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ (P ) ❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ s✐ f ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t s✐ g ❡t h s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① ❛✣♥❡s ✭❝❢✳ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮✳ ❖♥
❞✐t q✉❡ (P ) ❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝♦♥✈❡①❡ s✐ f ✱ ❡t h s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① ❝♦♥✈❡①❡s✱ ❡t s✐ g ❡st ❛✣♥❡✳
▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ▲❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣♦✉r ❛❜♦r❞❡r ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡s ♥❡ s❡r♦♥t q✉❡ très s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t é✈♦q✉é❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs✳

✷✳✸✳✺✳ ▲❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❡t ❞✉❛❧✐té ❢❛✐❜❧❡✳ ✖ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭P✮

L(x,λ,µ) := f(x) + λT g(x) + µT h(x),

♦ù λ ∈ Rp ❡t µ ∈ R
q
+✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉❡

sup
λ∈Rp,µ∈Rq

+

L(x,λ,µ) =

{

f(x) s✐ g(x) = 0 ❡t h(x) ≤ 0✱
+∞ s✐♥♦♥✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ réé❝r✐r❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ (P ) ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

min
x∈X

sup
λ∈Rp,µ∈Rq

+

L(x,λ,µ).

❖♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs

✭✶✮ min
x∈X

sup
λ∈Rp,µ∈Rq

+

L(x,λ,µ) ≥ sup
λ∈Rp,µ∈Rq

+

min
x∈X
L(x,λ,µ).

❊♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t

d(λ,µ) := min
x∈X
L(x,λ,µ),

♦♥ ♣❡✉t r❡❣❛r❞❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❛♣♣❡❧é ❞✉❛❧ ❞❡ (P )

▼❛① d(λ,µ)

s✳❝✳ λ ∈ Rp ✭❉✮
µ ∈ R

q
+.

✭P✮ ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣r✐♠❛❧✳
◆♦t❛♥t vP ✭r❡s♣✳ vD✮ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ (P ) ✭r❡s♣✳ (D)✮✱ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✶✮ ❢♦✉r♥✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té s✉✐✈❛♥t❡✱

❛♣♣❡❧é❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❞✉❛❧✐té ❢❛✐❜❧❡

vP ≥ vD.

❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❡st ❡①trê♠❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❡t ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ♠♦②❡♥ ✏❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✑ ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s
✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡s ♥♦t✐♦♥s s❡r♦♥t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛♣♣r♦❢♦♥❞✐❡s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹ s✉r
❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✳ ❊♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬♦♥
❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ❞✉❛❧✐té ❢♦rt❡✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ✖ d ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡ ❝❛r ✐♥✜♠✉♠ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✣♥❡s✳
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✷✳✹✳ Pr♦❜❧è♠❡

❯♥❡ ❛✉tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡
❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ❞❡✉① ♣❛rt✐❡s ✿ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❉♦♥♥é❡s ❡t ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❚â❝❤❡ ♦✉ ◗✉❡st✐♦♥✳ ❯♥❡ t❡❧❧❡
❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞♦♥t ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛✉ ❞é♣❛rt ❡t
q✉❡❧❧❡ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ tâ❝❤❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t rés♦✉❞r❡✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ à ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡✈✐❡♥t ❞♦♥❝ ❝❧❛✐r
❡t ❞❛♥s ✉♥ t❡❧ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞✐s❝✉t❡r ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ t❡❧❧❡ ♦✉ t❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✳

◗✉❡st✐♦♥ ✿ G ❛✲t✲✐❧ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ❄

❈❡❧✉✐ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t Kn = (V,E) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ d : E → R+✳

❚â❝❤❡ ✿ ❚r♦✉✈❡r ❧❡ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ C = v0, e1, . . . , en, v0 ♠✐♥✐♠✐s❛♥t
∑n

j=1 d(ej)✳

▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥ t②♣❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ q✉✐ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥
✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ❡t s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ à ré❛❧✐s❡r ❡st ❞❡
ré♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❢❡r♠é❡✱ ✐✳❡✳ ❞♦♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st s♦✐t ✓ ♦✉✐ ✔✱ s♦✐t ✓ ♥♦♥ ✔✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞
♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡♥ ❡st ♣❛s ✉♥ ✭♣♦✉r ❝❡❧✉✐✲❧à✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛ ♣❛r❧❡r ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✮✳

✷✳✺✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❝♦♠♣❧❡①✐té

✷✳✺✳✶✳ ❆❧❣♦r✐t♠❡✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ✖ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥
❛ ♠♦❞é❧✐sé ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥❝r❡t ❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦r♠❛❧✐sé ♦✉ ❡♥ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱
♦♥ ❞♦✐t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ rés♦✉❞r❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❜❧è♠❡s✱
❞✐✛ér❡♥ts ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❡t q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❧❡s rés♦✉❞r❡✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s
s♦♥t ♣r♦♣♦sés t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s ♣❛r ❧❡s ❝❤❡r❝❤❡✉rs tr❛✈❛✐❧❧❛♥t ❡♥ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❀ ❞❛♥s ❝❡
❝♦✉rs✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❧✐♠✐t❡r♦♥s ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ ❛✉① ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s✳

❖♥ s❡ ✜①❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✏❢❛❝✐❧❡ à ❢❛✐r❡✑✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♠♣❛r❛✐✲
s♦♥ ❞✬❡♥t✐❡rs✱ ❧✐r❡ ✉♥❡ ❛❞r❡ss❡ ♠é♠♦✐r❡✱ ❡t❝✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡
rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦✉ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❛ rés♦❧✉t✐♦♥
❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❛ss❡ t♦✉❥♦✉rs ♣❛r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ q✉✐
❡st ❡♥s✉✐t❡ ✐♠♣❧é♠❡♥té✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ t❡♥t❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❛r❧❡r❛ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t s✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st sûr ❞❡ ❝❡ t❡r♠✐♥❡r ❛✈❡❝ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞✉
♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❡t ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ α t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st sûr ❞❡ s❡ t❡r♠✐♥❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ α✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ ❧✬❛❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
α✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐❢✳

▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ s❡ ♣♦s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ✐✳❡✳ ❞✉ t❡♠♣s q✉✬✐❧
✈❛ ♠❡ttr❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✉♥❡ ❢♦✐s ❛❞♠✐s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❝♦rr❡❝t ❡t rés♦✉t ❜✐❡♥
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✮✳

✶✽



✷✳✺✳✷✳ ◗✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té✳ ✖ ❯♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ t❡st❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❞❡
❣r❛♥❞❡s q✉❛♥t✐tés ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▼❛✐s ❝❡s t❡sts ❧à ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très✱ très ❧♦♥❣s✱ ❡t ❞❡ t♦✉t❡ ❢❛ç♦♥✱ à
❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ♣❡♥s❡r à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦♥ ♥❡ ✈❛ ♣❛s s②sté♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♣r♦❝é❞❡r
à s♦♥ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❡t à ❞❡s t❡sts✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ✉♥ ❞❡s ❢♦♥❞❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❛ ♣♦✉r ❜✉t ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❛ ♣r✐♦r✐ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ▲❛ ♣❡t✐t❡
❤✐st♦✐r❡ q✉✐ ✈❛ s✉✐✈r❡ ✈❛ ♠♦♥tr❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ t❤é♦r✐❡✱ ❡t ❡st ❧✐❜r❡♠❡♥t ❛❞❛♣té ❞✉ ❧✐✈r❡ ❬✶✵❪✳

✷✳✺✳✸✳ ❉❡ ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ♣♦✉r s❛✉✈❡r s♦♥ ❜♦✉❧♦t✳ ✖ ❙✉♣♣♦s❡③ q✉✬✉♥ ❥♦✉r ✈♦tr❡
♣❛tr♦♥ ✈♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡ ❞❛♥s s♦♥ ❜✉r❡❛✉ ❡t ✈♦✉s ❛♥♥♦♥❝❡ q✉❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❡st s✉r ❧❡ ♣♦✐♥t ❞✬❡♥tr❡r
s✉r ❧❡ ♠❛r❝❤é ❝♦♠♣ét✐t✐❢ ❞✉ s❝❤♠✐❧❜❧✐❝❦✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♠ét❤♦❞❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡
❞❡ ❞✐r❡ s✐ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s ♦✉ ♥♦♥✱ ❡t s✐ ♦✉✐✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡
❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ❝❡ s❝❤♠✐❧❜❧✐❝❦✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♠❛❣✐♥❡r q✉✬✉♥ s❝❤♠✐❧❜❧✐❝❦ ❡st ❞é❝r✐t ♣❛r ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❜♦♦❧é❡♥♥❡s Ci q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡♥t s✐ ❧❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t i ❡st ♣rés❡♥t ♦✉ ♥♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❛ ❞❡s
rè❣❧❡s ❞✉ t②♣❡ s✐ C1 ❡t C5 s♦♥t ✈r❛✐❡s ❡t C3 ❡st ❢❛✉①✱ ❛❧♦rs C7 ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✉①✳ ❊t❝✳

❈♦♠♠❡ ✈♦✉s tr❛✈❛✐❧❧❡③ ❛✉ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝✬❡st à ✈♦✉s ❞❡ tr♦✉✈❡r
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ q✉✐ ❢❛ss❡ ❝❡❧❛✳

❆♣rès ❛✈♦✐r ❞✐s❝✉té ❛✈❡❝ ❧❡ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s s❝❤♠✐❧❜❧✐❝❦s ❛✜♥ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r
q✉❡❧ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à rés♦✉❞r❡✱ ✈♦✉s r❡t♦✉r♥❡③ ❞❛♥s ✈♦tr❡ ❜✉r❡❛✉ ❡t ❝♦♠♠❡♥❝❡③
❛✈❡❝ ❡♥t❤♦✉s✐❛s♠❡ à tr❛✈❛✐❧❧❡r ❞✬❛rr❛❝❤❡✲♣✐❡❞✳ ▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ q✉❡❧q✉❡s s❡♠❛✐♥❡s ♣❧✉s t❛r❞✱
✈♦✉s êt❡s ♦❜❧✐❣é ❞❡ ❧✬❛❞♠❡ttr❡ ✿ ✈♦✉s ♥✬❛✈❡③ ♣❛s ré✉ss✐ à tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ ❢❛ss❡ s✉❜✲
st❛♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♠✐❡✉① q✉❡ ❞✬❡ss❛②❡r t♦✉t❡s ❧❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✕ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ré❥♦✉✐r❛ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s
✈♦tr❡ ♣❛tr♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡r❛ ❞❡s ❛♥♥é❡s ❡t ❞❡s ❛♥♥é❡s ♣♦✉r t❡st❡r ❥✉st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❱♦✉s ♥❡ s♦✉❤❛✐t❡③ ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s r❡t♦✉r♥❡r ❞❛♥s ❧❡ ❜✉r❡❛✉ ❞❡ ✈♦tr❡ ♣❛tr♦♥ ❡t
❧✉✐ ❞✐r❡ ✿ ✓ ❏❡ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥s ♣❛s à tr♦✉✈❡r ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ❏❡ ♣❡♥s❡ q✉❡ ❥❡ s✉✐s tr♦♣ ❜êt❡✳ ✔

❈❡ q✉✐ s❡r❛✐t ❜✐❡♥✱ ❝✬❡st q✉❡ ✈♦✉s s♦②❡③ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❝❤♠✐❧❜❧✐❝❦
❡st ✐♥tr✐♥séq✉❡♠❡♥t ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡(3)✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✈♦✉s ♣♦✉rr✐❡③ s❡r❡✐♥❡♠❡♥t ❛❧❧❡r ✈♦✐r ✈♦tr❡ ♣❛tr♦♥
❡t ❧✉✐ ❞✐r❡ ✿ ✓ ❏❡ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥s ♣❛s à tr♦✉✈❡r ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ❝❛r ✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❡ ♣❡✉t
❡①✐st❡r✳ ✔

▼❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ♣❡rs♦♥♥❡ à ❝❡ ❥♦✉r ♥✬❛ été ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s t❤é♦r✐❝✐❡♥s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥
❝♦♥❝❡♣t q✉✐ ❡st ♣r❡sq✉✬❛✉ss✐ ❜♦♥✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡
❢♦✉r♥✐t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ✈❛r✐é❡s ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛✉ss✐ ❞✐✣❝✐❧❡ q✉✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡
q✉❛♥t✐té ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❛✉❝✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡✣❝❛❝❡ ♥✬❛ été tr♦✉✈é❡ à ❝❡ ❥♦✉r✱
♠❛❧❣ré ❧❡s ❡✛♦rts ré♣étés ❞❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞s ❡①♣❡rts ❞❡ ❧❛ ♣❧❛♥èt❡✳ ❆✈❡❝ ❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✈♦✉s ♣♦✉rr❡③
♣❡✉t✲êtr❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ✈♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❡t ❞♦♥❝ éq✉✐✈❛❧❡♥t à t♦✉s ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✐✣❝✐❧❡s✳ ❱♦✉s ♣♦✉rr✐❡③ ❛❧♦rs ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡ ❜✉r❡❛✉ ❞❡ ✈♦tr❡ ♣❛tr♦♥ ❡t ❛♥♥♦♥❝❡r ✿ ✓ ❏❡ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥s
♣❛s à tr♦✉✈❡r ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡✱ ♠❛✐s ❛✉❝✉♥❡ ❞❡ st❛rs ❞❡ ❧❛ ❘❖✱ ❛✉❝✉♥❡ st❛r ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡
t❤é♦r✐q✉❡✱ ❛✉❝✉♥❡ st❛r ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ♥❡ ♣❡✉t ❧❡ ❢❛✐r❡✳ ✔ ❆✉ ♣✐r❡✱ ❝❡❧❛ ❧✬✐♥❢♦r♠❡r❛ q✉✬✐❧
♥❡ s❡rt à r✐❡♥ ❞❡ ✈♦✉s ✈✐r❡r ♣♦✉r ❡♠❜❛✉❝❤❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ❡①♣❡rt à ✈♦tr❡ ♣❧❛❝❡✳

Pr♦✉✈❡r q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❤✐st♦✐r❡ ❀ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱
❝✬❡st ❧❡ ❞é❜✉t ❞✉ ✈r❛✐ tr❛✈❛✐❧✳ ▲❡ ❢❛✐t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❞✉❝t✐✈❡✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s s❡ ❢♦❝❛❧✐s❡r s✉r ❧❛
r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t ❡t ❡✣❝❛❝❡ ❡t q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♠♦✐♥s ❛♠❜✐t✐❡✉s❡s✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s rés♦❧✈❛♥t ❞✐✈❡rs ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ❖♥ ♣❡✉t
❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s❛♥s ❣❛r❛♥t✐❡ s✉r ❧❡ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s q✉✐ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s❡♠❜❧❡♥t

(3)❛♥❣❧✐❝✐s♠❡ s✐❣♥✐✜❛♥t ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐❞éré✳

✶✾



❚❛✐❧❧❡ n

❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✶✵ ✷✵ ✸✵ ✹✵ ✺✵ ✻✵
n 0, 01 µs 0, 02 µs 0, 03 µs 0, 04 µs 0, 05 µs 0, 06 µs

n2 0, 1 µs 0, 4 µs 0, 9 µs 1, 6 µs 2, 5 µs 3, 6 µs

n3 1 µs 8 µs 27 µs 64 µs 125 µs 216 µs

n5 0, 1 ms 3, 2 ms 24, 3 ms 102, 4 ms 312, 5 ms 777, 6 ms

2n ∼ 1 µs ∼ 1 ms ∼ 1 s ∼ 18 min20 s ∼ 13 ❥♦✉rs ∼ 36 ❛♥♥é❡s ❡t 6 ♠♦✐s
❚❛❜✳ ✶✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡✛❡❝t✉❛♥t

✶ ♠✐❧❧✐❛r❞ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✳

êtr❡ r❛♣✐❞❡s✳ ❖✉ ❛❧♦rs✱ ♦♥ ♣❡✉t ✓ r❡❧❛①❡r ✔ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ r❛♣✐❞❡ q✉✐
tr♦✉✈❡ ❞❡s s❝❤♠✐❧❜❧✐❝❦s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ♣r❡sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✱
♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝♦♥❝r❡ts ✐❧❧✉str❛♥t ❞❡ t❡❧❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s✳

✷✳✺✳✹✳ ◆♦t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♦✉ ❝♦♠♠❡♥t ❣❛❣♥❡r ✶ ♠✐❧❧✐♦♥
❞❡ ✩✳ ✖ P♦✉r é✈❛❧✉❡r t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés♦❧✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ P✱ ♦♥
❝♦♠♣t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✛❡❝t✉❡ ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✳ ❈♦♠♠❡
❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❡ P ♣❡✉t ✈❛r✐❡r✱ ♦♥ ✈❛ ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té f q✉✐ à n✱ ❧❛ t❛✐❧❧❡
❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✈❛ ❛ss♦❝✐❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ f(n) ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ ❡✛❡❝t✉❡r
♣♦✉r tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ ▲❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ❝✬❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜✐ts q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❝♦❞❡r
❧❡s ❞♦♥♥é❡s✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱ ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f ❡st O(g(n)) ✭❧✐r❡ ✓ ❣r❛♥❞ ❵♦✬ ❞❡ g(n) ✔✮✱
❝✬❡st ❞✐r❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ B t❡❧❧❡ q✉❡ f(n) ≤ Bg(n) ♣♦✉r t♦✉t n✳ ❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥ O(p(n))✱ ♦ù p ❡st ✉♥ ♣♦❧②♥ô♠❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞✐t
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❡st ❞✐t ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❡rç✉ ❝♦♠♠❡
❡✣❝❛❝❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♠❛✉✈❛✐s✳ ▲❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✶ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧
❢❛✉t à ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r
❞✐✛ér❡♥t❡s t❛✐❧❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳

❖♥ ❡♥t❡♥❞ s♦✉✈❡♥t ❞✐r❡ ✿ ✓ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♥❡ s❡ ♣♦s❡r♦♥t ♣❧✉s ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ♦r❞✐♥❛✲
t❡✉rs ❛✉r❛ ❛✉❣♠❡♥té ✔✳ ❈✬❡st ❢❛✉①✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❚❛❜❧❡❛✉ ✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡
❧✬♦♥ ❛✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❝❤♠✐❧❜❧✐❝❦ 2n ♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱ ♦ù n ❡st
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✭❛✈❡❝ ❞♦♥❝ ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡✛❡❝t✉❛♥t ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞✬✶ ♠✐❧❧✐❛r❞ ❞✬♦♣ér❛✲
t✐♦♥s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✮✳ ❊t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✐t ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❝❤♠✐❧❜❧✐❝❦
❡♥ ✶ ❤❡✉r❡ ❥✉sq✉✬à n = 438✳ ▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✶✵✵✵ ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ♥❡ ♣❡r♠❡ttr❛ q✉❡
❞✬❛❧❧❡r ❥✉sq✉✬à n = 448 ❡♥ ✶ ❤❡✉r❡ ✦

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ P ❡st ❞✐t❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♦✉ ❞❛♥s P s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉✐ ❧❡
rés♦✉t✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ P ❡st ❞❛♥s ◆P s✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ✓ ♦✉✐ ✔✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❡r✲
t✐✜❝❛t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✮ ❡t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉✐ ♣❡r♠❡t
❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ✓ ♦✉✐ ✔✱ s❛♥s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❝❡tt❡ ré♣♦♥s❡
✭✈♦✐r ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳ ▲❡ s✐❣❧❡ ◆P ♥❡ s✐❣♥✐✜❡ ♣❛s ✓ ♥♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✔ ♠❛✐s ✓ ♥♦♥ ❞é✲
t❡r♠✐♥✐st✐q✉❡♠❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✔✳ ▲❡ ♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐s♠❡ ✐❝✐ ❢❛✐t ré❢ér❡♥❝❡ ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣
♥♦♥✲❞ét❡r♠✐♥✐st❡✱ ❡t ❞é♣❛ss❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉rs✳

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❞✐t ◆P✲❝♦♠♣❧❡t s✐ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧❡
rés♦❧✈❛♥t ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣♦✉r t♦✉t ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✳ ❆ ❝❡ ❥♦✉r✱
♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ rés♦❧✈❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
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❚❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ❧❛r❣❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ❡♥ ✶ ❤❡✉r❡
❋♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❆✈❡❝ ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❛❝t✉❡❧ ❆✈❡❝ ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❆✈❡❝ ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r

✶✵✵ ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ ✶✵✵✵ ❢♦✐s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡
n N1 100N1 1000N1

n2 N2 10N2 31.6N2

n3 N3 4.64N3 10N3

n5 N4 2.5N4 3.98N4

2n N5 N5 + 6.64 N5 + 9.97

3n N6 N6 + 4.19 N6 + 6.29
❚❛❜✳ ✷✳ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞✐✈❡rs❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳

♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❛ été tr♦✉✈é ❡♥ ✶✾✼✵✱ ♣❛r ✉♥
✐♥❢♦r♠❛t✐❝✐❡♥ ❛♣♣❡❧é ❈♦♦❦✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✳

◗✉❡st✐♦♥ ✿ G ❛✲t✲✐❧ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥ ❄

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❡st ❞❛♥s P✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✶ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t
❞❡ ré♣♦♥❞r❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✿ s✐ m ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ❞❡ G ❡t n s♦♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ t❡st❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❞❡ ❞❡❣ré ♣❛✐r ♣r❡♥❞ O(m) ❡t q✉❡
❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❝♦♥♥❡①❡ ♣r❡♥❞ O(n + m)✱ ❛✉ t♦t❛❧ O(n + m)✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ◆P ✿ ❧❡
❝❡rt✐✜❝❛t ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ❞❛♥s P✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s, t ∈ V ✳

◗✉❡st✐♦♥ ✿ G ❛✲t✲✐❧ ✉♥❡ s✕t ❝❤❛î♥❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ ❄

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✳

◗✉❡st✐♦♥ ✿ G ❛✲t✲✐❧ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❄

❆ ❝❡ ❥♦✉r✱ ♥✉❧ ♥✬❛ ♣✉ ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❛♥s P✱ ♥✐ q✉✬✐❧ ♥✬② ét❛✐t ♣❛s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱
✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❛♥s ◆P ❝❛r s✐ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ♣♦s✐t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à s✉✐✈r❡ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ❜✐❡♥ ♣♦s✐t✐✈❡✳
■❝✐✱ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❥♦✉❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡ ❝❡rt✐✜❝❛t✳ ■❧ ❛ été é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ s✐ ✈♦✉s r❡♥❝♦♥tr❡③ q✉❡❧q✉✬✉♥ ✈♦✉s ❞✐s❛♥t q✉✬✐❧ ❝♦♥♥❛ît ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ré♣♦♥❞r❡ à ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥✱ ✐❧ ❡st très ♣r♦❜❛❜❧❡ q✉✬✐❧ s❡ tr♦♠♣❡ ❝❛r t♦✉s ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s◆P✲❝♦♠♣❧❡ts ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛❧♦rs êtr❡ rés♦❧✉s ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❖r ♣❡rs♦♥♥❡
à ❝❡ ❥♦✉r ♥✬❛ ♣✉ ❡♥ tr♦✉✈❡r✱ ❡t q✉❛♥t✐té ❞❡ ❣❡♥s très ❜r✐❧❧❛♥ts ♦♥t ❝❤❡r❝❤é ✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❙✬✐❧
♥❡ s❡ tr♦♠♣❡ ♣❛s✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❞é❝♦✉✈❡rt❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡✱ q✉✐ ❛✉r❛✐t ✉♥ ✐♠♣❛❝t é♥♦r♠❡ t❛♥t ❞❛♥s
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P

NP-complets

NP

NP-difficiles

❋✐❣✳ ✶✵✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P

❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❝❡tt❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♣❡r❝❡✈r❛✐t ❧❡ ♣r✐① ❞✬✶ ♠✐❧❧✐♦♥s ❞❡ ❞♦❧❧❛rs ♦✛❡rt ♣❛r ❧❛ ❋♦♥❞❛t✐♦♥ ❈❧❛② ♣♦✉r ❧❛

rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ P ?
= ◆P✳

❉❡ ♠ê♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s, t ∈ V ✳

◗✉❡st✐♦♥ ✿ G ❛✲t✲✐❧ ✉♥❡ s✕t ❝❤❛î♥❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡ ❄

❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts s❡r♦♥t
s❡♠❜❧❛❜❧❡s✳ ❊♥ rés✉♠é✱ ♦♥ ❛

❘és✉❧t❛ts ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ♣♦✉r ❞❡s ♣❛r❝♦✉rs✳
Pr♦❜❧è♠❡s ❈♦♠♣❧❡①✐té

●r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ✿ ❈②❝❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥ P
●r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ✿ ❈❤❛î♥❡ ❡✉❧ér✐❡♥♥❡ P
●r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ✿ ❈②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t

●r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ✿ ❈❤❛î♥❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t
●r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ✿ ❈✐r❝✉✐t ❡✉❧ér✐❡♥ P
●r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ✿ ❈❤❡♠✐♥ ❡✉❧ér✐❡♥ P

●r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ✿ ❈✐r❝✉✐t ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t
●r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ✿ ❈❤❡♠✐♥ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t

▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✵ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡s P✱ ◆P✱ ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts✱ s✐ P 6= ◆P ✭❝❡ q✉✐
❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦❜❛❜❧❡✮✳

▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡◆P ❡t ❛ ❢♦rt✐♦r✐ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✱ ❞♦♥t ❧❛ ré♣♦♥s❡ ❡st ✓ ♦✉✐ ✔ ♦✉ ✓ ♥♦♥ ✔✳ ▼❛✐s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉❡ ❧✬♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ ❡♥ ❘❖
s♦♥t r❛r❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ t②♣❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝❛r❛❝tér✐s❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✐✣❝✐❧❡s ✿
❝✬❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

✷✷



❋✐❣✳ ✶✶✳ P❡✉t✲♦♥ tr❛❝❡r ❝❡tt❡ ✜❣✉r❡ s❛♥s ❧❡✈❡r ❧❡ ❝r❛②♦♥ ❄

❋✐❣✳ ✶✷✳ ❊t ❝❡❧❧❡✲❧à ❄

❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ s✐ s❛✈♦✐r ❧❡ rés♦✉❞r❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✐♠♣❧✐q✉❡r❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥
s❛✐t rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✮ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲
❞✐✣❝✐❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ♣❧✉s ❞✉r q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ◆P✲❝♦♠♣❧❡ts✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✺✳✶✳ ✖ ▲❡ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ rés✉❧t❛t ❡st ❧❛✐ssé❡ ❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡✳

✷✳✻✳ ❊①❡r❝✐❝❡s

✷✳✻✳✶✳ ▲❡s P♦♥ts ❞❡ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣✳ ✖ ❊♥ ✶✼✸✻✱ ❧❡s ♥♦t❛❜❧❡s ❞❡ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣ ❞❡♠❛♥❞èr❡♥t à
❊✉❧❡r s✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s ♣♦♥ts ❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s ✼ ♣♦♥ts
❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✺✮✳ ❈✬❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
✭à ✈✐sé❡ ♥♦♥ ♣r❛t✐q✉❡✮✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t très s♦✉✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t♦✉r♥é❡s ❞✉ t②♣❡ ❢❛❝t❡✉r ♦✉ r❛♠❛ss❛❣❡ ❞❡ ❞é❝❤❡ts ♠é♥❛❣❡rs✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❢❛✉t
♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡s r✉❡s ❞✬✉♥❡ ✈✐❧❧❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❊✉❧❡r tr♦✉✈❛ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳✳✳

❯♥ t❡❧ ♣❛r❝♦✉rs ❡①✐st❡✲t✲✐❧ ❄

✷✳✻✳✷✳ ❉❡ss✐♥❡r s❛♥s ❧❡✈❡r ❧❡ ❝r❛②♦♥✳ ✖ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱
✐♥❞✐q✉❡③ ♣♦✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✶✶ ❡t ✶✷ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞❡ss✐♥❡r ❧❛ ✜❣✉r❡ s❛♥s ❧❡✈❡r ❧❡ ❝r❛②♦♥
✭❡t s❛♥s r❡♣❛ss❡r s✉r ✉♥ tr❛✐t ❞é❥à ❞❡ss✐♥é✮ ❡t q✉❛♥❞ ✐❧ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳

✷✳✻✳✸✳ ▲❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✳ ✖ ❯♥ ❝❛♠✐♦♥ ❞♦✐t ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❧✐✈r❛✐s♦♥s ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❝♦♥s✐t✉é ❞❡ r♦✉t❡s✳ ❖♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ♣❛r❝♦✉r✐r
❝❤❛q✉❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ r♦✉t❡✳ ❖♥ ✈❡✉t ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛✉ ❝❛♠✐♦♥ ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r s❡s
❧✐✈r❛✐s♦♥s ❡t r❡✈❡♥✐r à s♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ▼♦❞é❧✐s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝②❝❧❡
❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠✳

✷✸



G1

G2

G3

❋✐❣✳ ✶✸✳ ▲❡q✉❡❧ ❞❡ ❝❡s ❣r❛♣❤❡s ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡ ❄ ▲❡q✉❡❧ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥

❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❄

❋✐❣✳ ✶✹✳ ▲❡ ❥❡✉ ■❝♦s✐❛♥✳

✷✳✻✳✹✳ P❛r❝♦✉rs ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳ ✖ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s tr♦✐s ❣r❛♣❤❡s s✉✐✈❛♥ts✱ ✐♥❞✐q✉❡③ ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① s✬✐❧ ♣♦ssè❞❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡✳ ▼ê♠❡ q✉❡st✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣♦✉r ❧❡ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦✲
♥✐❡♥✳

❏✉st✐✜❡③ ✈♦tr❡ ré♣♦♥s❡✳

✷✳✻✳✺✳ ▲❡ ❥❡✉ ■❝♦s✐❛♥✳ ✖ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✹ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❥❡✉ ■❝♦s✐❛♥ ✐♥✈❡♥té ❡♥ ✶✽✺✾ ♣❛r ❧❡ ♠❛✲
t❤é♠❛t✐❝✐❡♥ ❍❛♠✐❧t♦♥✳ P❡✉t✲♦♥ ♠❡ttr❡ ❧❡s ❝❤✐✛r❡s ❞❡ 1 à 20 ❞❛♥s ❧❡s ❝❡r❝❧❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡
q✉❡ t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡s ❝♦♥sé❝✉t✐❢s s♦✐t ❛❞❥❛❝❡♥t❡✱ 1 ❡t 20 ét❛♥t ❛✉ss✐ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡
❛❞❥❛❝❡♥ts ❄

✷✳✻✳✻✳ ❆✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s r❡❧❛✐s ❞❡ té❧é♣❤♦♥✐❡ ♠♦❜✐❧❡✳ ❈❤❛q✉❡
r❡❧❛✐s r❡ç♦✐t ❡t é♠❡t ❞❡s s✐❣♥❛✉① à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢réq✉❡♥❝❡✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s✱ ♦♥
✈❡✉t q✉❡ ❞❡✉① r❡❧❛✐s à ♠♦✐♥s ❞❡ 200 m ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ❢réq✉❡♥❝❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ▲❡ ❝♦ût

✷✹



❋✐❣✳ ✶✺✳ ❑ö♥✐❣s❜❡r❣ ❡t s❡s ✼ ♣♦♥ts

❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ ♣❛r❝ ❞❡ r❡❧❛✐s ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢réq✉❡♥❝❡s ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❖♥
s♦✉❤❛✐t❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❝❡ ❝♦ût✳

▼♦❞é❧✐s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞✉ ❝♦✉rs✳

✷✳✻✳✼✳ ❖r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❉❘❍ q✉✐ ❞♦✐t ❛ss✉r❡r ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥s à s❡s ❡♠♣❧♦②és✳ ▲❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥s s♦♥t F1, . . . , Fn✳ ❊t ❧❡s ❡♠♣❧♦②és s♦♥t
E1, . . . , Em✳ ▲❡ ❉❘❍ s❛✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♠♣❧♦②é Ei q✉❡❧❧❡s s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥s q✉✬✐❧ ❞♦✐t s✉✐✈r❡✳ ■❧
✈❡✉t ♦r❣❛♥✐s❡r ✉♥❡ s❡ss✐♦♥ ❞❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥s ✕ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞✐s♣❡♥sé❡ q✉✬✉♥❡
❢♦✐s ❡t ✉♥ ❡♠♣❧♦②é ♣❡✉t s✉✐✈r❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❥♦✉r✳ ▲❡ ❉❘❍ s♦✉❤❛✐t❡ ♦r❣❛♥✐s❡r ❧❛
s❡ss✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ♣♦ss✐❜❧❡(4)✳

▼♦❞é❧✐s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥✳

✷✳✻✳✽✳ ❇♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡✳ ✖ ▼♦♥tr❡r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✽✱ ❡t ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡✳

✷✳✻✳✾✳ ❇♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s ♠❛①✐♠✉♠✳ ✖ ▼♦♥tr❡r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✉ ❝♦✉✲
♣❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✾✱ ❡t ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❣é♥ér❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❛❣❡s ♠❛①✐♠✉♠✳

✷✳✻✳✶✵✳ ◆P✲❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡✳ ✖ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❤❛♠✐❧t♦♥♥✐❡♥♥❡ ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
❧✬❡st✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥♥✐❡♥ ❡st ◆P✲
❝♦♠♣❧❡t✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡ ❧✬❡st✳

✷✳✼✳ ◆P✲❞✐✣❝✉❧té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡

▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ◆P✲
❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳ ❖♥ ✉t✐❧✐s❡r❛ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ❄❄

(4)❙♦✉r❝❡ ✿ ◆❛❞✐❛ ❇r❛✉♥❡r✳

✷✺



✷✳✼✳✶✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✳ ✖ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ✈✐sé❡
♣r❛t✐q✉❡ ❛ été ét✉❞✐é ♣❛r ▼♦♥❣❡ ❡♥ ✶✼✽✶ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❞é❜❧❛✐s ❡t r❡♠❜❧❛✐s✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s n t❛s ❞❡ s❛❜❧❡✱ ❞❡✈❛♥t s❡r✈✐r à ❝♦♠❜❧❡r m tr♦✉s✳ ◆♦t♦♥s ai ❧❛ ♠❛ss❡ ❞✉ iè♠❡ t❛s ❞❡
s❛❜❧❡ ❡t bj ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ s❛❜❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♠❜❧❡r ❧❡ jè♠❡ tr♦✉✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (i, j) ♦♥
❝♦♥♥❛ît ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ dij ❞✉ iè♠❡ t❛s ❛✉ jè♠❡ tr♦✉✳ ▲❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧
à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ❡t à ❧❛ ♠❛ss❡ ❞é♣❧❛❝é❡✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧ ❡st ❧❡ ♣❧❛♥ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt
q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❜♦✉❝❤❡r ❧❡s tr♦✉s ❛✉ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✳

▼♦❞é❧✐s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳ ◗✉❡❧❧❡ ❡st s❛ ♣❛rt✐❝✉✲
❧❛r✐té ❄

✷✻



❈❍❆P■❚❘❊ ✸

P▲❯❙ ❈❖❯❘❚❙ ❈❍❊▼■◆❙ ❊❚ P❘❖●❘❆▼▼❆❚■❖◆
❉❨◆❆▼■◗❯❊

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ✈❛r✐és✳
■❧s ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❝♦♠♠❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧s ✭tr❛❥❡t ❧❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡✱
♦✉ ❧❡ ♠♦✐♥s ❝❤❡r✱ ❣❡st✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞✬✉♥ st♦❝❦✱ ♣❧❛♥ ❞✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✱ ❡t❝✳✮✱ ✐❧s s♦♥t ❛✉ss✐
❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ✕
❈❤❛♣✐tr❡ ✺ ✕ ♦✉ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✕ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✵✮✳ ❙♦✉s ❝❡tt❡ ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ❛♥♦❞✐♥❡
❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧ s❡ ❝❛❝❤❡ ✉♥❡ ré❛❧✐té ❡①trê♠❡♠❡♥t ✈❛r✐é❡✱ t❛♥t ❞✉ ♣♦✐♥t
❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉❡ ❞❡s t②♣❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♠✐s ❡♥ ÷✉✈r❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦r✐❡♥té ♦✉
♥♦♥✱ ❧❡s ❛rêt❡s ♦✉ ❧❡s ❛r❝s ❛✈♦✐r ❞❡s ♣♦✐❞s ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱✳✳✳ ❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐♠♣♦rt❛♥t
❡st ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉✐ tr❛✐t❡ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❞❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ❢❛✐s❛♥t ♣❛ss❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞✬✉♥ ét❛t à ✉♥ ❛✉tr❡✳ ❈❡ ♣❛ss❛❣❡
❞✬✉♥ ét❛t à ✉♥ ❛✉tr❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✉♥ ❝♦ût ❡st ❛ss♦❝✐é à ❝❤❛q✉❡
tr❛♥s✐t✐♦♥✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❡st ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s
tr❛♥s✐t✐♦♥s✱ s✉✐t❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡✳

❉❛♥s ❝❡ q✉✐ s✉✐t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ s❡r❛ ♥♦té n ❡t s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ♦✉
❞✬❛r❝s s❡r❛ ♥♦té m✳

✸✳✶✳ ❈❛s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

✸✳✶✳✶✳ ▲❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉✐❥❦str❛✳ ✖ ▲❡ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧ ❡st
❧❡ ❝❛s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢ s✉r ❧❡s ❛r❝s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ tr❛❥❡t ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ✭r♦✉t✐❡r✱ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❡t❝✳✮ r❡♥tr❡ ❞❛♥s
❝❡ ❝❛❞r❡✳ ▲❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞✬✉♥ ❛r❝✱ ♦✉ s❛ ❧♦♥❣✉❡✉r✱ s♦♥t ❞❛♥s ❝❡s ❝♦♥t❡①t❡s str✐❝t❡♠❡♥t
♣♦s✐t✐❢s✳

❊♥ ✶✾✺✾✱ ❉✐❥❦str❛ ♣r♦♣♦s❛ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥ ❣r❛♣❤❡
♦r✐❡♥té D = (V,A)✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w : A→ R+✳ ❖♥ s❡ ✜①❡ ✉♥ s♦♠♠❡t s ❞❡ ❞é♣❛rt
❡t ✉♥ s♦♠♠❡t t ❞✬❛rr✐✈é❡✳ ❖♥ ✈❡✉t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s ✭❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ét❛♥t
❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡ s❡s ❛r❝s✮✱ ♦✉ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡ s à t✳ ◆♦t❡r
q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ q✉✐
s♦✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭❛✈❡❝ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ts ✐♥t❡r❞✐t❡✮ ❝❛r s✐ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥
♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣r✐♠❡r ❝❡ ❝✐r❝✉✐t s❛♥s ❞étér✐♦r❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳ ❙✐ t♦✉s
❧❡s ♣♦✐❞s s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥✱ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ s✐♠♣❧❡
✭❛✈❡❝ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞✬❛r❝s ✐♥t❡r❞✐t❡✮ ❡t ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭❛✈❡❝ ré♣ét✐t✐♦♥ ❞❡ s♦♠♠❡ts
✐♥t❡r❞✐t❡✮ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ♣✉✐sq✉✬❛❧♦rs s✉✐✈r❡ ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❞étér✐♦r❡ str✐❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳
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❋✐❣✳ ✶✳ ❊①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❛✈❡❝ ♣♦✐❞s ♣♦s✐t✐❢s s✉r ❧❡s ❛r❝s✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉✐❥❦str❛ ✈❛ ❡♥ ❢❛✐t r❡t♦✉r♥❡r ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s ❞é♠❛rr❛♥t ❡♥ s ♣♦✉r
t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬❛rr✐✈é❡ ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ❞♦♥❝ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r t✳

❆✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ♦♥ ❣❛r❞❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ U ⊆ V ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ : V → R+✱ ♦♥ ❞✐t
q✉❡ λ(v) ❡st ❧❡ ❧❛❜❡❧ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ v✳ ❈❡ ❧❛❜❡❧ ❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞✉ ♣❧✉s
❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s à v✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ U := V ❡t λ(s) := 0 ❡t λ(v) := +∞ ♣♦✉r v 6= s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ré♣èt❡ ❧❛ ❝❤♦s❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐tér❛t✐✈❡ ✿

❈❤♦✐s✐r u ♠✐♥✐♠✐s❛♥t λ(u) ♣♦✉r u ∈ U ✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ a = (u, v) ∈ A

♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ λ(v) > λ(u)+w(a)✱ r❡❞é✜♥✐r λ(v) := λ(u)+w(a)✳ ❘❡❞é✜♥✐r
U := U \ {u}✳

❖♥ s✬❛rrêt❡ ❧♦rsq✉❡ λ(u) = +∞ ♣♦✉r t♦✉t u ∈ U ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ s à
t♦✉t s♦♠♠❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ s✐ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ v 6= s✱ ♦♥ ❣❛r❞❡
❡♥ ♠é♠♦✐r❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛r❝ a = (u, v) ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ r❡❞é✜♥✐ λ(v) := λ(u) + w(a)✱ ♦♥ ♣❡✉t
r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s ♣❛rt❛♥t ❞❡ s✳

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ❡st ❛✉ ♣❧✉s n = |V |✱ ❡t ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ t❡♠♣s
O(n)✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉✐ ❡st ❡♥ O(n2)✳ ❉✬♦ù ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✶✳ ✖ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té D = (V,A) s ∈ V ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s
w : A→ R+✱ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s ❞❡ s à t♦✉t s♦♠♠❡t v ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❡♥ O(n2)✳

❊❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ✖ P♦✉r ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✈♦✐r q✉❡ ❧♦rsq✉❡ u ❡st
r❡t✐ré ❞❡ U ❞❛♥s ❧✬✐tér❛t✐♦♥ ❛✉✲❞❡ss✉s✱ λ(u) ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ s à u ✭❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❛ss❡rt✐♦♥
❡st ❧❛✐ssé❡ ❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡✮✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡ ❜♦♥♥❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❞❡ O(m + n log n)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❊♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉✐❥❦str❛ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t
✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡ λ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t✳

✷✽



s a b c d e f t

(0) (∞) (∞) (∞) (∞) (∞) (∞) (∞)

0 (3) (∞) (∞) (3) (∞) (5) (∞)

0 3 (5) (∞) (3) (∞) (5) (∞)

0 3 (4) (∞) 3 (∞) (5) (∞)

0 3 4 (5) 3 (∞) (5) (∞)

0 3 4 5 3 (8) (5) (∞)

0 3 4 5 3 (7) 5 (12)

0 3 4 5 3 7 5 (9)

0 3 4 5 3 7 5 9

✸✳✶✳✷✳ ▲❡s ♣♦✐❞s s♦♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ♠❛✐s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st s❛♥s ❝✐r❝✉✐t✱ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ✖ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ♣♦✐❞s ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
♥é❣❛t✐✈❡s✱ ♠❛✐s ♦ù ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st s❛♥s ❝✐r❝✉✐t✱ ♦✉ ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡✳ ▲♦rsq✉✬♦♥ ✈♦✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣❧✉s
❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t
♣❛r❛îtr❡ s✉r♣r❡♥❛♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ♦✉ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❞❡ ♣♦rt✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉ s♦♥t
t♦✉❥♦✉rs ♣♦s✐t✐❢s✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❛s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥
❡st ✐ss✉ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣♦✐❞s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t à ❞❡s ❞✐st❛♥❝❡s ♦✉
❞❡s t❡♠♣s q✉✐ s✬é❝♦✉❧❡♥t✳

◆♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥✱ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ s✐♠♣❧❡ ❡t ♣❧✉s
❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝✐r❝✉✐t✳ ❉♦♥❝ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉✬❛✈❛♥t✱ ✐❧
❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ s♦✐t é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳

✸✳✶✳✷✳✶✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té D = (V,A)

❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w : A→ R✱ q✉✐✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❡ ✈♦✐r✱ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡
❝❛s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉✐❥❦str❛ ♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣❧✉s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❣❛t✐❢s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❞❡ ❜♦✉❝❧❡ q✉✐ ❢❛✐t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉✐❥❦str❛ ❡st ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡
λ(u) ♣♦✉r u ❞❛♥s ❧❡ U ❝♦✉r❛♥t ❡st ❧❛ ✈r❛✐❡ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ s à u✳ ❈❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ q✉❡ ❧✬♦♥ r❡t✐r❡ u ❞❡
U ✳ ❖r s✐ ❧❡s ♣♦✐❞s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❣❛t✐❢s✱ ✐❧ ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ♥✬❡st ♣❧✉s ✈r❛✐❡✳

❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✺✵✱ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐❝✐❡♥s ❝♦♠♠❡ ❋♦r❞✱ ❇❡❧❧♠❛♥✱ ▼♦♦r❡✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡s✱ r❡✲
♠❛rq✉èr❡♥t q✉❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ très s✐♠♣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt
❝❤❡♠✐♥✳

P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣♦✉r v ∈ V ✿

λ(v) := ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥ s✕v ❝❤❡♠✐♥✱

♣♦s❛♥t λ(v) :=∞ s✐ ✉♥ t❡❧ ❝❤❡♠✐♥ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✉♥❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ q✉✐ ❞✐t

✭✷✮ λ(v) = min
(u,v)∈A

(λ(u) + w(u, v))

♣♦✉r t♦✉t v ∈ V ✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❧✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s à v ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s à u✱ ♦ù u ❡st ✉♥ ❛♥té❝é❞❡♥t
❞❡ v✱ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛ ❛❥♦✉té ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛r❝ (u, v)✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦♠♣❛❝t❡✱ ♦♥ ❛ ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ s✉✐✈❛♥t q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❝❡ q✉✐ ♣ré❝è❞❡

❬Pr✐♥❝✐♣❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥❪ ▲❛ s♦✉s✲tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❞✬✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st
❡♥❝♦r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
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▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ s❡ tr❛❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣♦s❡r λ(s) := 0 ❡t
λ(u) :=∞ ♣♦✉r t♦✉t u t❡❧ q✉✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s✕u ❝❤❡♠✐♥✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ r❡♣èt❡ ❧❛ ❜♦✉❝❧❡ s✉✐✈❛♥t❡

❈❤❡r❝❤❡r ✉♥ s♦♠♠❡t v ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît λ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ♣ré❞é❝❡ss❡✉rs ✭♦♥
♣❡✉t ❞é♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡✱ ✉♥ t❡❧ s♦♠♠❡t
❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs✮✳ ❆✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✷✮ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝❛❧❝✉❧❡r λ(v)✳

❖♥ s✬❛rrêt❡ ❧♦rsq✉❡ λ ❛✉r❛ été ❝❛❧❝✉❧é ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ✿ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡

λ(v)✱ ♦♥ ♣❡✉t st♦❝❦❡r p(v) q✉✐ ❡st ❧❡ s♦♠♠❡t u ❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡ v q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣♦✐❞s
λ(v)✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉✐❥❦str❛✱ ♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s à v✱
♣♦✉r t♦✉t v ∈ V ✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✷✳ ✖ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡ D = (V,A)✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s
w : A→ R✱ ❞❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ s à t♦✉t s♦♠♠❡t v ∈ V ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❧❝✉❧é ❡♥ O(m)✳

➱❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ✖ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❝❡ t❤é♦rè♠❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ❡♥ O(m)

✉♥ ♦r❞r❡ v1, v2, . . . , vn s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ D t❡❧ q✉❡ t♦✉s ❧❡s ❛♥té❝é❞❡♥ts ❞❡ vi ♦♥t ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ < i✱
❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❝❛❧❝✉❧❡r λ(vi) ✉♥❡ ❢♦✐s ❝❛❧❝✉❧és ❧❡s λ(vj) ♣♦✉r j < i✳ ❖r✱
❝❡❝✐ ❡st ✉♥❡ rés✉❧t❛t ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ✿ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ✓ ♦r❞r❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ✔ ✭❡①♣❧✐q✉é ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳

❖r❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳ ✖ ❯♥ ♦r❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té D ❡st ✉♥❡
✐♥❞❡①❛t✐♦♥ v1, v2, . . . , vn ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ D t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i, j t❡❧s q✉❡ (vi, vj) ♦♥ ❛✐t i < j✳
❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❛❞♠❡t ✉♥ ♦r❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ❡st ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
❛❧♦rs tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦r❞r❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ ❡♥ O(m) ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❙❝❛♥♥❡r ✉♥ s♦♠♠❡t ❝♦♥s✐st❡ à ✏♦✉✈r✐r✑ ❧❡ s♦♠♠❡t✱ s❝❛♥♥❡r s❡s s✉❝❝❡ss❡✉rs ♣✉✐s ✏❢❡r♠❡r✑ ❧❡
s♦♠♠❡t ✭❞é✜♥✐t✐♦♥ ré❝✉rs✐✈❡✱ ❝♦♥s✐st❛♥t❡ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st s❛♥s ❝✐r❝✉✐t✮✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥ s♦♠✲
♠❡t s s❛♥s ♣ré❞é❝❡ss❡✉r✳ ❖♥ s❝❛♥♥❡ s✳ ▲✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ✏❢❡r♠❡✑ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡st ✉♥ ♦r❞r❡
t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❛r❝ ❞❡ u à v✱ ❛❧♦rs v s❡r❛ ✏❢❡r♠é✑ ❛✈❛♥t u ❡t s♦♥ ✐♥❞✐❝❡ s❡r❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ u✳
❘❡♠❛rq✉❡ ✿ P❧✉s ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡✱ ♦♥ s❛✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r tr♦✉✈❡r ✉♥ ♣❧✉s
❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❞✬✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡ s à ✉♥❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ t ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡s ♣♦✐❞s w′(a) := −w(a)✱
♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ✭❡♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♣♦✐❞s✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❡s
min ❡♥ max✮✳

✸✳✶✳✷✳✷✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ✖ ❯♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✐♠♣♦rt❛♥t ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉✐ tr❛✐t❡ ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧❡s ❞é❝✐s✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ♦✉ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r✐s❡s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡ q✉✐ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡(1) ❡st ❧❛ ♣rés❡♥❝❡

✶✳ ✉♥ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ à t❡♠♣s ❞✐s❝r❡t ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ X ❞✬ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t

✷✳ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût ❛❞❞✐t✐✈❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞é❝r✐t ❧✬é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❛✉ ✜❧ ❞❡ N ♣ér✐♦❞❡s ❡t ❛ ❧❛
❢♦r♠❡

xk+1 = fk(xk, uk), k = 1, 2, . . . , N

(1)❖♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ❝❛s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞✐s❝r❡t✳

✸✵



k

xk

k = 1 k = 2 k = 3

...

...

...
. . .

K

k = N − 1 k = N

t

trajectoire optimale = plus court s–t chemin dans un graphe acircuitique

s := x0

coûts := 0

❋✐❣✳ ✷✳ ▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥✳

♦ù k ♥✉♠ér♦t❡ ❧❡s ♣ér✐♦❞❡s ❡t ♦ù xk ❡st ❧✬ét❛t ❞✉ s②stè♠❡ ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ k✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥
❛ ✉♥ ❝♦ût c(xk, xk+1) ♣♦✉r t♦✉t❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét❛t xk à ❧✬ét❛t xk+1✳ ❈❡s ❝♦ûts s✬❛❞❞✐t✐♦♥♥❡♥t
❛✉ ✜❧ ❞❡s ♣ér✐♦❞❡s ❡t ♣♦✉r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❝♦♠♣❧èt❡ x1, . . . , xN ✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞❡

N
∑

k=1

c(xk, xk+1).

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ✐✳❡✳
♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s❡ ♠♦❞é❧✐s❡ très ❜✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣❧✉s
❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ♣♦♥❞éré ❡t s❛♥s ❝✐r❝✉✐t✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ k✱
♦♥ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ♣❛r ❞❡s s♦♠♠❡ts✳ ▲❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ❞❡s ❛r❝s✳ ▲❡ ❝♦ût
❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ xk → xk+1 ❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❛r❝ (xk, xk+1)✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st s❛♥s ❝✐r❝✉✐t
✭♦✉ ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡✮ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❛r❝ ✈❛ t♦✉❥♦✉rs ❞✬✉♥ ét❛t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ k à ✉♥ ét❛t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ k + 1✳
❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ ❧❡s ét❛ts ❞❡ ❞é♣❛rt s ❡t ❞✬❛rr✐✈é❡ t s♦♥t ✜①és✱ ♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s à
t q✉✐ ❛ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s✳ ❱♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳

❙✐ ♦♥ ❞é✜♥✐t

λ(k, x) := ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ❛❧❧❛♥t ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❞é♣❛rt x1 à ❧✬ét❛t x ❡♥ k ét❛♣❡s✱

♣♦s❛♥t λ(k, x) := +∞ s✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❛♠❡♥❡r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❛♥s ❧✬ét❛t x ❡♥ k ét❛♣❡s ❡♥
♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧✬ét❛t x1✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ✭✷✮ s❡ réé❝r✐t ❛✐♥s✐ ✿

✭✸✮ λ(k, x) = min
y∈X

(λ(k − 1, y) + c(y, x)).

◆♦t❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧✬♦r❞❡ t♦♣♦❧♦❣✐q✉❡ s❡
❝♦♥str✉✐t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ❞é❝♦✉♣❛❣❡ ❡♥ ♣ér✐♦❞❡s ❞❡ t❡♠♣s✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s ❡♥✜♥ q✉❡ t♦✉t ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡ ♥✬❡st ♣❛s ✐ss✉ ❞✬✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡

✸✶



❛ t♦✉s s❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ s à t ❛②❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s✱ à s❛✈♦✐r N ✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞✉
❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✷✳

❱❡♥♦♥s✲❡♥ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t à q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ●❡st✐♦♥ ❞❡ st♦❝❦
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✬✉♥ st♦❝❦ ♣♦✉r N ♣ér✐♦❞❡s ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s✳
❯♥ st♦❝❦ s✉✐t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ xk+1 = xk − dk + uk✱ ♦ù dk ❞és✐❣♥❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡

♣♦✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ k✱ s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥♥✉❡✱ xk ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉♥✐tés ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ k✐è♠❡
♣ér✐♦❞❡ ❡t uk ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉♥✐tés ❝♦♠♠❛♥❞é❡s ✭❡t r❡ç✉❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✮ ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡
k✐è♠❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❖♥ ♣r❡♥❞r❛ xk ∈ Z✱ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ♥é❣❛t✐✈❡ s✐❣♥✐✜❛♥t ✉♥❡ ♣é♥✉r✐❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥
❛ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ K q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ xk ≤ K✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡r❛ x0 ✜①é✳

▲❡s ❝♦ûts ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ st♦❝❦ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ k ❡♥
✕ ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ré❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t c(uk)✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✬❛❝❤❛t ❞❡s uk ✉♥✐tés✱ ❡t
✕ ✉♥ ❝♦ût ❞❡ ❣❡st✐♦♥ g(xk+1)✱ q✉✐ ❝♦♠♣r❡♥❞ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡s ✉♥✐tés ❡♥ ❡①❝ès ❡♥ ✜♥ ❞❡
♣ér✐♦❞❡ ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ♣é♥✉r✐❡ s✐ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐t❡ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✳

❚②♣✐q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ c(u) = b + au✱ ♦ù a ❡st ✉♥ ❝♦ût ✉♥✐t❛✐r❡ ❞✬❛❝❤❛t ❡t b ✉♥ ❝♦ût ✜①❡ ❡t

g(x) =

{

sx s✐ x ≥ 0

px s✐ x ≤ 0✱

♦ù s ❡st ❧❡ ❝♦ût ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡t p ❧❡ ❝♦ût ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡✳ ❙✐ ♦♥ ✈❡✉t ✐♥t❡r❞✐r❡ ❧❡s
st♦❝❦s ♥é❣❛t✐❢s✱ ♦♥ ♣♦s❡ p = +∞✳

❖♥ ✈❡✉t ♠✐♥✐♠✐s❡r
N−1
∑

k=0

c(uk) + g(xk+1).

❉❛♥s ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❡s ét❛ts s♦♥t ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ st♦❝❦✱ ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t t♦✉s ❧❡s xk → xk+1 t❡❧s q✉❡ xk+1 s❛t✐s❢❛ss❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t
xk+1 ∈ Z✱ xk+1 ≤ K ❡t xk+1 ≥ xk−dk✳ ▲❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ xk → xk+1 ❡st c(xk+1−xk+dk)+

g(xk+1)✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❞②♥❛♠✐q✉❡✳

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t✳ P♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ k✱ ♦♥ ❛✉r❛ ✉♥ s♦♠♠❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ st♦❝❦ ♣♦ss✐❜❧❡ ✭✐♥❢ér✐❡✉r à K ❡t
s✉♣ér✐❡✉r à x0−d0−d1− . . .−dk−1✮ ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ✉♥ t❡❧ s♦♠♠❡t (x, k)✱ ♦ù x

❡st ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ st♦❝❦✱ ❡t k ❧❛ ♣ér✐♦❞❡✳ ❊♥tr❡ ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ k ❡t ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡
k+1✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❛r❝ ((x, k), (x′, k+1)) s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ x′ ≥ x−dk✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❛r❝ ((x, k), (x′, k+1))

❡st é❣❛❧ à c(x′ − x + dk) + g(x′)✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ (x0, 0) à ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ (x, N)✳ ▲❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❝❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ s❡r❛ ❧❡ ❝♦ût ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ st♦❝❦✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❘❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ♦✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❛❝✲à✲❞♦s
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❛ss♦rt✐♠❡♥t ❞❡ N ♦❜❥❡ts j = 1, . . . , N ✱ ❧✬♦❜❥❡t j ❛②❛♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r vj ≥ 0 ❡t ✉♥

♣♦✐❞s wj > 0✱ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t à st♦❝❦❡r ❝❡s ♦❜❥❡ts ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ❡♥
♣♦✐❞s ✜♥✐❡ W ✳ ❙✐

∑N
j=1 wj > W ✱ ♦♥ ✈❛ ❞❡✈♦✐r sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛✜♥ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❞❡s ♦❜❥❡ts st♦❝❦és✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❝♦♥♥✉ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉❯ ❙❆❈✲➚✲❉❖❙✳ ❖♥
♥♦t❡ x(k,W ′) ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ tr❛♥s♣♦rté❡ ❞❛♥s ✉♥ s❛❝ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té W ′✱ ❡♥ ♥❡
s❡ s❡r✈❛♥t q✉❡ ❞❡s k ♣r❡♠✐❡rs ♦❜❥❡ts✳

❖♥ ❛ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥

x(k, W ′) = max(x(k − 1, W ′), x(k − 1, W ′ − wk) + vk)

✸✷



q✉✐ s❡ ❧✐t ✿ ❧❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ x(k, W ′) ❞✬✉♥ s❛❝ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té W ′✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ 1 à k✱
✕ s♦✐t ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❧❡ kè♠❡ ♦❜❥❡t✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s x(k,W ′) = x(k − 1, W ′)

✕ s♦✐t ✉t✐❧✐s❡ ❧❡ kè♠❡ ♦❜❥❡t✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s x(k, W ′) = x(k − 1, W ′ − wk) + vk✳
▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✿ O(nW )✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉s ❧❡s x(k, W ′) q✉✐ s♦♥t

❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ nW ✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦✐s ❝❛❧❝✉❧és x(k − 1, W ′) ❡t x(k − 1, W ′ − wk)✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té x(k, W ′)

s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛r W ♥é❝❡ss✐t❡ log2(W ) ❜✐ts ♣♦✉r êtr❡
❝♦❞és✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✸✳✶✳✸✳ ▲❡s ♣♦✐❞s s♦♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ♠❛✐s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st s❛♥s ❝✐r❝✉✐t ❛❜s♦r❜❛♥t ✿ ❡♥❝♦r❡
❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ✖ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❝♦♠♠❡♥t
❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ♣♦♥❞éré✱ ♥♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡✳
❈✬❡st ❡♥❝♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ❞❡ ❝✐r❝✉✐t ❛❜s♦r❜❛♥t✱ ✐✳❡✳ ❞❡ ❝✐r❝✉✐t ❞♦♥t ❧❛
s♦♠♠❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❡st < 0✳ ❈❡ ❝❛s ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥ts ✭❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ♣♦✐❞s ≥ 0 ❡t
❣r❛♣❤❡ ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡✮✳ ◆♦t❡r q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s ❡♥❝♦r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ q✉✐ s♦✐t
✉♥ ❝❤❡♠✐♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❝❛r s✐ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣r✐♠❡r ❝❡
❝✐r❝✉✐t s❛♥s ❞étér✐♦r❡r ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ s❛♥s ❝✐r❝✉✐t ❛❜s♦r❜❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t
❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✈✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

✸✳✶✳✸✳✶✳ ❘és♦❧✉t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ✖ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ét❛ts ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❧❡s
s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t ♦♥ ✈♦✐t ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ tr❛✈❡rsé❡ ❞✬✉♥ ❛r❝✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s
❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♦♥ ❛

λ(k, v) := ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥ s✕v ❝❤❡♠✐♥ tr❛✈❡rs❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t k ❛r❝s✱

♣♦s❛♥t λ(k, v) :=∞ s✐ ✉♥ t❡❧ ❝❤❡♠✐♥ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥ ❞✐t ❛❧♦rs

✭✹✮ λ(k + 1, v) = min
(u,v)∈A

(λ(k, u) + w(u, v))

♣♦✉r t♦✉t v ∈ V ✳ ❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❧✉❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

▲❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s à v ✉t✐❧✐s❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t k+1 ❛r❝s ❡st ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥
❞❡ s à u ✉t✐❧✐s❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t k ❛r❝s✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ u ❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡ v✱ ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛
❛❥♦✉t❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❛r❝ (u, v)✳

✸✳✶✳✸✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ✖ ▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✮ s❡ tr❛❞✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡
♣❛r ♣♦s❡r λ(0, s) := 0 ❡t λ(0, v) := ∞ s✐ v 6= s✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs
❞❡ λ(1, · ) ❛✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✹✮✱ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λ(2, · )✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝♦♥t✐♥✉❡r ❛✐♥s✐ ❥✉sq✉✬à
♦❜t❡♥✐r λ(n− 1, t)✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❛❧♦rs mink=0,...,n−1 λ(k, t)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✬✐❧
♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝✐r❝✉✐t ❛❜s♦r❜❛♥t ❡t s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s à t✱ ✐❧ ② ❛ ❛❧♦rs ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❡
s à t q✉✐ ❡st é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝✐r❝✉✐t s✉r ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥✱ ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞❡ ♣♦✐❞s
> 0✱ s✐♥♦♥✱ ❝❡ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥✱ ❡t ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ♣♦✐❞s < 0 ❝❛r ✉♥ t❡❧ ❝✐r❝✉✐t
❡st ❛❜s♦r❜❛♥t✱ ✐❧ ❡st ❞♦♥t ❞❡ ♣♦✐❞s = 0 ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❞✉ ❝❤❡♠✐♥✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡ ❝❤❡♠✐♥
❡st é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ✐❧ ❛ ❛✉ ♣❧✉s n− 1 ❛r❝s✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ r❡❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ✿ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡
λ(k, v)✱ ♦♥ ♣❡✉t st♦❝❦❡r pk(v) q✉✐ ❡st ❧❡ s♦♠♠❡t u ❛♥té❝é❞❡♥t ❞❡ v q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞✬♦❜t❡♥✐r ❧❡ ♣♦✐❞s
λ(k, v)✳ ❈♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ré❝✉♣èr❡ ❛✐♥s✐ ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s à v✱ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V ✳

✸✸



❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✸✳ ✖ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ D = (V,A)✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w : A → R

t❡❧❧❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ❝✐r❝✉✐t ❛❜s♦r❜❛♥t✱ ❞❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ s à t♦✉t s♦♠♠❡t v ∈ V ♣❡✉✈❡♥t
êtr❡ ❝❛❧❝✉❧és ❡♥ O(nm)✳

▲❡ O(nm) ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ λ(k, · ) ♣r❡♥❞ O(m) ✭♦♥ r❡❣❛r❞❡ t♦✉s ❧❡s ❛r❝s ❞✉
❣r❛♣❤❡✮✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❛ ❥✉sq✉✬à λ(n− 1, · )✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ❬✶✷❪✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♠✲
♣❧❡①✐té ❞❡ O(n1/2m log C) ♦ù C ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❛❜♦❧✉❡ ❞✉ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s ♥é❣❛t✐❢ ✭❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t
q✉❡ C ≥ 2✮✳

✸✳✶✳✹✳ ▲❡s ♣♦✐❞s s♦♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ✖ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②✲
♥♦♠✐❛❧ q✉✐ tr♦✉✈❡ ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❡st
✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t ❛♣♣❛r❛ît ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥❡ s❡ r❡str❡✐♥t ♣❛s ❛✉
❝❤❡♠✐♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ♣❛ss❡r ✉♥
❝❤❡♠✐♥ ♣❛r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❛❜s♦r❜❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ré♣ét❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞❡ ❢♦✐s ❧❡ ♣❛ss❛❣❡ s✉r ❧❡
❝✐r❝✉✐t ❛❜s♦r❜❛♥t ❡t ❞é❝r♦îtr❡ ❧❡ ❝♦ût ❛✉t❛♥t q✉✬♦♥ ❧❡ s♦✉❤❛✐t❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

P❘❖❇▲➮▼❊ ❉❯ P▲❯❙ ❈❖❯❘❚ ❈❍❊▼■◆ ➱▲➱▼❊◆❚❆■❘❊

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té D = (V,A)✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w : A → R✱ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts
s ∈ V ❡t t ∈ V ✳

❚â❝❤❡ ✿ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ s à t✳

❖♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛✐ssé❡ ❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✶✳✹✳ ✖ ▲❡ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉❯ P▲❯❙ ❈❖❯❘❚ ❈❍❊▼■◆ ➱▲➱▼❊◆❚❆■❘❊ ❛✈❡❝ ❞❡s
♣♦✐❞s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

✸✳✷✳ ❈❛s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té

✸✳✷✳✶✳ ▲❡s ♣♦✐❞s s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s ✿ t♦✉❥♦✉rs ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉✐❥❦str❛✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥
❣r❛♣❤❡ ✭♥♦♥✲♦r✐❡♥té✮ G = (V,E)✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w : E → R+✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ✜①és ❞❡✉①
s♦♠♠❡ts s ❡t t✳ ❖♥ ✈❡✉t tr♦✉✈❡r ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s à t✳ ❆✈❡❝ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s
✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❢❛✐t ❝✐✲❞❡ss✉s s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡♥❝♦r❡ ✿ ♦♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡
♠ê♠❡ ♣♦✐❞s q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s ♣✉✐sq✉✬♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ❝②❝❧❡s ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡
❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s ✭❝❡s ❝②❧❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❢♦r❝é♠❡♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s ♥✉❧✮✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉✐❥❦str❛ ♣❡r♠❡t ❡♥❝♦r❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r
❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ uv ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ♣❛r ❞❡✉① ❛r❝s (u, v) ❡t (v, u) ❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ s✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞✬❡✉① ❧❡ ♣♦✐❞s
❞❡ ❧✬❛rêt❡ uv✳ ❱♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❯♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ❝❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ✐♥❞✉✐t ❛❧♦rs ✉♥❡ ♣❧✉s
❝♦✉rt❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳

✸✹



we

we

we

❋✐❣✳ ✸✳ ❯♥❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts✳

✸✳✷✳✷✳ ▲❡s ♣♦✐❞s s♦♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ♠❛✐s s❛♥s ❝②❝❧❡ ❛❜s♦r❜❛♥t✳ ✖ ■❧ ♣❡✉t êtr❡ t❡♥t❛♥t ❞❡
✈♦✉❧♦✐r r❡❢❛✐r❡ ❧❛ ♠ê♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ à s❛✈♦✐r ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r
❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ♣❛r ❞❡✉① ❛r❝s ❞❡ s❡♥s ♦♣♣♦sés✱ ❝❤❛❝✉♥ r❡❝❡✈❛♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬❛rêt❡ ❞♦♥t ✐❧s s♦♥t
✐ss✉s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝✬❡st q✉❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ♦♥ ❢❛✐t ❛♣♣❛r❛îtr❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts
❛❜s♦r❜❛♥ts ✿ t♦✉t❡ ❛rêt❡ ❞❡ ♣♦✐❞s < 0 ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❛❜s♦r❜❛♥t à ❞❡✉① ❛r❝s✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s
❞❡ st②❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐q✉❡r✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
❞❡ ♣❡♥s❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✐t ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❝❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ♦ù ❧✬♦♥
❛❝❝❡♣t❡ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ❛❜s♦r❜❛♥ts ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s ♥♦♥ ❜♦r♥é✳ ■❝✐ ♥♦s ❝✐r❝✉✐ts ❛❜s♦r❜❛♥ts ♦♥t
✷ ❛r❝s s❡✉❧❡♠❡♥t✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ② ❛ ❜✐❡♥ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♠❛✐s ❝✉r✐❡✉s❡♠❡♥t ❡❧❧❡ ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ t♦✉t ❛✉tr❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ♥♦✉s ❡♥ r❡♣❛r❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❡s t♦✉r♥é❡s ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶✮✳
▲✬♦✉t✐❧ ❞♦♥t ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❡st ❧❡ T ✲❥♦✐♥t q✉✐ ❛♣♣❛r❛ît ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t♦✉r♥é❡
❞✉ st②❧❡ ✓ ♣♦st✐❡r ❝❤✐♥♦✐s ✔✳ ❆✈❡❝ ❝❡t ♦✉t✐❧✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❝❤❛î♥❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡
❡♥ O(n3)✳

✸✳✷✳✸✳ ▲❡s ♣♦✐❞s s♦♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ✖ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉
◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

P❘❖❇▲➮▼❊ ❉❊ ▲❆ P▲❯❙ ❈❖❯❘❚❊ ❈❍❆❰◆❊ ➱▲➱▼❊◆❚❆■❘❊

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w : E → R✱ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s ∈ V ❡t
t ∈ V ✳

❚â❝❤❡ ✿ ❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❝❤❛î♥❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ s à t✳

❖♥ ❛ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✸✳✷✳✶✳ ✖ ▲❡ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉❊ ▲❆ P▲❯❙ ❈❖❯❘❚❊ ❈❍❆❰◆❊ ➱▲➱▼❊◆❚❆■❘❊
❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ▼ê♠❡ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦r✐❡♥té✳

✸✳✸✳ ❘és✉♠é

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ n r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t m s♦♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ♦✉
❞✬❛r❝s✳

✸✺
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❋✐❣✳ ✹✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s à t✳

❈♦♠♣❧❡①✐té
●r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ♣♦✐❞s ♣♦s✐t✐❢s O(n2) ✭❉✐❥❦str❛✮(1)

●r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ♣♦✐❞s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ O(m)

❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡ ✭Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✮
●r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ♣♦✐❞s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ O(nm)

s❛♥s ❝✐r❝✉✐t ❛❜s♦r❜❛♥t ✭Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋♦r❞✲❇❡❧❧♠❛♥✮(2)

●r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ♣♦✐❞s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡

●r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✱ ♣♦✐❞s ♣♦s✐t✐❢s O(n2) ✭❉✐❥❦str❛✮(1)

●r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✱ ♣♦✐❞s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✱ O(n3)

♣❛s ❞❡ ❝②❝❧❡ ❛❜s♦r❜❛♥t ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶✮
●r❛♣❤❡ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✱ ♣♦✐❞s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡

✸✳✹✳ ❊①❡r❝✐❝❡s

✸✳✹✳✶✳ P❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥✳ ✖ ❚r♦✉✈❡r ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ s à t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✶ ❡t ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s à t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✹✳✷✳

✸✳✹✳✷✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❣♦✉❧♦t✳ ✖ ❙♦✐t N ✉♥ rés❡❛✉ ✭❞❡ ❣❛③ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮ ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥
❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✳ ❯♥❡ ♦r✐❣✐♥❡ o ❡t ✉♥❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ d s♦♥t ❞♦♥♥é❡s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛r❝✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡
❞✬✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té c : A → R+✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ s❡s ❛r❝s✳
Pr♦♣♦s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡✣❝❛❝❡ q✉✐ tr♦✉✈❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ o à d✳

(1)❖♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❜♦♥♥❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ O(m + n log n)✳
(2)❖♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s O(n1/2m log C)✳

✸✻
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❋✐❣✳ ✺✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ s à t✳

✸✳✹✳✸✳ ●❡st✐♦♥ ❞❡ st♦❝❦✳ ✖ ❯♥ st♦❝❦ s✉✐t ✉♥❡ ❞②♥❛♠✐q✉❡ xk+1 = xk − dk + uk✱ ❛✈❡❝ x1 = 2

❡t
k ✶ ✷ ✸
dk ✸ ✷ ✹

▲❛ q✉❛♥t✐té dk ❡st ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ k ✭s✉♣♣♦sé❡ ❝♦♥♥✉❡✮✳ xk ∈ N ❡st ♥♦♠❜r❡
❞✬✉♥✐tés ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ k✳ uk ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✉♥✐tés ❝♦♠♠❛♥❞é❡s ✭❡t r❡ç✉❡s
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t✮ ❡♥ ❞é❜✉t ❞❡ ♣ér✐♦❞❡ k ✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❞❡ ✻✱ ✐✳❡ q✉❡
❧✬♦♥ ❞♦✐t t♦✉❥♦✉rs ❛✈♦✐r xk + uk ≤ 6 ✭♦✉ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ xk+1 + dk ≤ 6✮✳

▲❡ ❝♦ût ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ st♦❝❦ ♣♦✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ k s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥ ✉♥ ❝♦ût ❞✬❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t
❡t ✉♥ ❝♦ût ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡t s✬é❝r✐t 4uk + 3 + xk+1 s✐ uk 6= 0 ❡t xk+1 s✐♥♦♥✳

❚r♦✉✈❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞✉ st♦❝❦✳

✸✳✹✳✹✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❛❝✲à✲❞♦s✳ ✖ ❯♥ ❜ât❡❛✉ ♣❡✉t tr❛♥s♣♦rt❡r ✉♥❡ ❝❛r❣❛✐s♦♥ ❢♦r♠é❡ à ♣❛rt✐r
❞❡ N ❝♦♥t❛✐♥❡rs✳ ▲❡ ♣♦✐❞s t♦t❛❧ ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r W ✳ ▲❡ k✐è♠❡ ❝♦♥t❛✐♥❡r ♣ès❡ wk ❡t s♦♥
tr❛♥s♣♦rt r❛♣♣♦rt❡ ck✳ ❖♥ ✈❡✉t ❞ét❡r♠✐♥❡r ✉♥ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡ ❧❡ ❜é♥é✜❝❡✳ ▼♦♥tr❡r
q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛❝✲à✲❞♦s✳ ▲❡ rés♦✉❞r❡ s✉r ❧❡s ❞♦♥♥é❡s W = 6 ❡t

❈♦♥t❛✐♥❡rs
✶ ✷ ✸

❇é♥é✜❝❡ ck ✾ ✷ ✽
P♦✐❞s wk ✺ ✸ ✷

▼ê♠❡ q✉❡st✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✱ W = 13 ❡t ❛✈❡❝ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❛✉t❛♥t ❞❡
❝♦♥t❛✐♥❡r ❞❡ t②♣❡ k q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t✳

❈♦♥t❛✐♥❡rs
✶ ✷ ✸

❇é♥é✜❝❡ ck ✶✷ ✷✺ ✺✵
P♦✐❞s wk ✹ ✺✱✺ ✻✱✺

✸✳✹✳✺✳ ❘❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ✖ ❯♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ✈✐❡♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧✬❛❝q✉✐s✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡ ♥❡✉✈❡✱ ❞♦♥t ❡❧❧❡ ❛ ❜❡s♦✐♥ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r s♦♥ ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝✐♥q ❛♥♥é❡s à ✈❡♥✐r✳
❯♥❡ t❡❧❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ❞❡ tr♦✐s ❛♥s✳ ❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❛♥♥é❡✱ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣❡✉t

✸✼



❞é❝✐❞❡r ❞❡ ✈❡♥❞r❡ s❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡t ❞✬❡♥ r❛❝❤❡t❡r ✉♥❡ ♥❡✉✈❡ ♣♦✉r ✶✵✵ ✵✵✵ ❡✉r♦s✳ ▲❡ ❜é♥é✜❝❡ ❛♥♥✉❡❧
❛ss✉ré ♣❛r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st ♥♦té bk✱ s♦♥ ❝♦ût ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥❝❡ ck ❡t s♦♥ ♣r✐① ❞❡ r❡✈❡♥t❡ pk✳ ❈❡s
q✉❛♥t✐tés ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❧✬â❣❡ k ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡t s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

❆❣❡ k ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡♥ ❞é❜✉t ❞✬❛♥♥é❡
k ✵ ✶ ✷
bk ✽✵ ✵✵✵ ❡✉r♦s ✻✵ ✵✵✵ ❡✉r♦s ✸✵ ✵✵✵ ❡✉r♦s
ck ✶✵ ✵✵✵ ❡✉r♦s ✶✹ ✵✵✵ ❡✉r♦s ✷✷ ✵✵✵ ❡✉r♦s
pk ✺✵ ✵✵✵ ❡✉r♦s ✷✹ ✵✵✵ ❡✉r♦s ✶✵ ✵✵✵ ❡✉r♦s

Pr♦♣♦s❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ♣r♦✜t ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡✱
s❛❝❤❛♥t q✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡s ❝✐♥q ❛♥♥é❡s ❡❧❧❡ ♥✬❛✉r❛ ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳

✸✳✹✳✻✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥✈❡st✐ss❡♠❡♥t ✲ ❞✬❛♣rès ❍ê❝❤❡✱ ▲✐❡❜❧✐♥❣ ❡t ❞❡ ❲❡rr❛ ❬✻❪✳ ✖
❯♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❜✉❞❣❡t ❞❡ ✺✵✵ ✵✵✵ ❡✉r♦s ♣♦✉r ❧✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ s❡s ✉s✐♥❡s ♣❡♥❞❛♥t
❧✬❛♥♥é❡ à ✈❡♥✐r✳ ▲✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ♣♦ssè❞❡ tr♦✐s s✐t❡s ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ❜é♥é✜❝❡s ❛♥♥✉❡❧s ❡s♣érés✱
❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s♦♠♠❡ ✐♥✈❡st✐❡ ♣♦✉r ❧❡✉r ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✱ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✳

▼♦♥t❛♥ts ✐♥✈❡st✐s
✭❡♥ ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞✬❡✉r♦s✮

❙✐t❡s ✵ ✶ ✷ ✸ ✹ ✺
❇é♥é✜❝❡s ❛♥♥✉❡❧s

✶ ✶ ✸ ✹ ✺ ✺✱✺ ✻
✷ ✵✱✺ ✷✱✺ ✹ ✺ ✻ ✻✱✺
✸ ✷ ✹ ✺✱✺ ✻✱✺ ✼ ✼✱✺

✸✳✹✳✼✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♥tér✐♠❛✐r❡s✳ ✖ ❯♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❛ ✉♥❡ tâ❝❤❡ à ré❛❧✐s❡r✱ q✉✐ ✈❛ ♣r❡♥❞r❡
✺ ♠♦✐s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♠♦✐s✱ ❡❧❧❡ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s s✉✐✈❛♥ts ❞✬✐♥tér✐♠❛✐r❡s ❡♥ ♣❧✉s ❞❡ s❡s s❛❧❛r✐és✳

▼♦✐s ◆♦♠❜r❡ ❞✬✐♥tér✐♠❛✐r❡s
✶ ✶✵
✷ ✼
✸ ✾
✹ ✽
✺ ✶✶

❊♠❜❛✉❝❤❡r ✉♥ ✐♥tér✐♠❛✐r❡ ❝♦ût❡ ✽✵✵ ❡✉r♦s ✭❡♠❜❛✉❝❤❡ ✰ ❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ ▲❛ ✜♥ ❞✬✉♥❡ ❡♠❜❛✉❝❤❡
❝♦ût❡ ✶✷✵✵ ❡✉r♦s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡ ❝♦ût ♠❡♥s✉❡❧ ❞✬✉♥ ❞❡s ❝❡s ✐♥tér✐♠❛✐r❡s ❡st ❞❡ ✶✻✵✵ ❡✉r♦s ✭s❛❧❛✐r❡ ✰
❝❤❛r❣❡s✮✳ ❚r♦✉✈❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ r❡❝r✉t❡♠❡♥t q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❡s ❝♦ûts✳

✸✳✹✳✽✳ ▲✐✈r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❢❡♥êtr❡s ❞❡ t❡♠♣s ✿ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✳ ✖ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ❝❛♠✐♦♥ ❛✐t
à ❧✐✈r❡r ❞❡s ♣♦✐♥ts x1, x2, . . . , xn✱ t♦✉s s✐t✉és s✉r ✉♥❡ ❞r♦✐t❡✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t xi✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît
❧✬✐♥st❛♥t ❧❡ ♣❧✉s t❛r❞ di ♦ù ❧❛ ❧✐✈r❛✐s♦♥ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡✳ ▲❡ ❝❛♠✐♦♥ s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ❞é♣❛rt ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥t x0✱
❡t ✈❡✉t t❡r♠✐♥❡r s❛ t♦✉r♥é❡ ❛✉ ♣❧✉s tôt✳ ▲❡ ❝❛♠✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s à r❡t♦✉r♥❡r à s♦♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ❧✐✈r❛✐s♦♥ ❡♥ ❝❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t s❡ ❢❛✐t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ✐♥st❛♥t❛♥é❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s
♣♦✉r ❛❧❧❡r ❞❡ xi à xj ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❧❡s sé♣❛r❛♥t✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r
❧❛ t♦✉r♥é❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ O(n2) ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ t②♣❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❝✬❡st ✉♥
rés✉❧t❛t ❞❡ ❚s✐ts✐❦❧✐s✮✳

✸✳✹✳✾✳ ❇✐♦❧♦❣✐❡ ✿ ♣❧✉s ❧♦♥❣ s♦✉s✲♠♦t ❝♦♠♠✉♥✳ ✖ ❯♥ ♠♦t w s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ ❡st ✉♥❡
s✉✐t❡ ✜♥✐❡ w1w2 . . . wn ❞✬é❧é♠❡♥t ❞❡ Σ✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té n ❡st ❛♣♣❡❧é ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♠♦t w✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥
♠♦t w′ = w′

1, . . . w
′
n′ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n′ ❡st ✉♥ s♦✉s✲♠♦t ❞❡ w s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f str✐❝t❡♠❡♥t

✸✽



❝r♦✐ss❛♥t❡ ❞❡ {1, 2, . . . , n′} ❞❛♥s {1, 2, . . . , n} t❡❧❧❡ q✉❡ w′
i = wf(i) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, 2, . . . , n′}✳

❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❡♥ ❡✛❛ç❛♥t ❞❡s ❧❡ttr❡s ❞❡ w✱ ♦♥ ♣❡✉t ♦❜t❡♥✐r w′✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ABC ❡st ✉♥
s♦✉s✲♠♦t ❞❡ AEBBAC✱ ♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ s♦✉s✲♠♦t ❞❡ AECAB✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡✉① ♠♦ts w1 ❡t w2 s✉r ✉♥ ❛❧♣❤❛❜❡t Σ✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡✉r s♦✉s✲♠♦t ❝♦♠♠✉♥ w′ ❧❡
♣❧✉s ❧♦♥❣✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t②♣❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❡t q✉✬✐❧ ♣❡✉t s❡
rés♦✉❞r❡ ❡♥ O(n1n2)✱ ♦ù n1 ❡t n2 s♦♥t ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡ w1 ❡t ❞❡ w2✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❜✐♦❧♦❣✐❡✱ ❧♦rsq✉❡ ♦♥ ✈❡✉t é✈❛❧✉❡r ❧❛ ✏❞✐st❛♥❝❡✑ sé♣❛r❛♥t
❞❡✉① ❜r✐♥s ❞✬❆❉◆✳

✸✳✹✳✶✵✳ P❧✉s ❝♦✉rt❡ ❝❤❛î♥❡ é❧❡♠❡♥t❛✐r❡✳ ✖ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ♣♦✐❞s w : E → R ❡t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs s ❡t t✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ tr♦✉✈❡r ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡
❝❤❛î♥❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭❧❛ ❝❤❛î♥❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s✮ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

✸✳✹✳✶✶✳ ■♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ❡t ❧♦❝❛t✐♦♥s r❡♥t❛❜❧❡s✳ ✖ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥
✜♥✐❡ C ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❢❡r♠és ❜♦r♥és ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ré❡❧❧❡✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣♦✐❞s w : C →
R+✳

✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t tr♦✉✈❡r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ C ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts
❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✿ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡
♣♦♥❞éré✮✳

✷✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ❱♦✉s êt❡s ❝❤❛r❣é ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛♣♣❛rt❡♠❡♥t✳ ❱♦✉s ❝♦♥♥❛✐ss❡③ ✉♥ ❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ét❛♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥ ✐♥st❛♥t ❞❡ ❞é❜✉t✱ ✉♥ ✐♥st❛♥t
❞❡ ✜♥ ❡t ❧❡ ❣❛✐♥ q✉✬❛♣♣♦rt❡r❛✐t ❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡♠❛♥❞❡✳ ▼♦♥tr❡③ q✉❡ ❣râ❝❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥
✶✳✱ ♦♥ s❛✐t ♣r♦♣♦s❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ r❛♣✐❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❣❛✐♥ t♦t❛❧ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❛rt❡♠❡♥t✳

✸✾





❈❍❆P■❚❘❊ ✹

P❘❖●❘❆▼▼❆❚■❖◆ ▲■◆➱❆■❘❊

✹✳✶✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❡①❡♠♣❧❡s

❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ✭❢♦r♠❡ ✐♥éq✉❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✮

✭✺✮
▼✐♥ cT x

s✳❝✳ Ax ≤ b,

♦ù x, c ∈ Rn✱ b ∈ Rm ❡t ♦ù A ❡st ✉♥❡ m× n ♠❛tr✐❝❡ ré❡❧❧❡✳
▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ♣❡✉t✲êtr❡ ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✱

✐✳❡✳ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❧❡ ♣❧✉s ❢réq✉❡♠♠❡♥t r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡✳
❇❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s s❡ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❜✐❡♥ ♣❧✉s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❡♥❝♦r❡ ❢♦♥t ❛♣♣❡❧ à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡s s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐ ♠✐s ❜♦✉t✲
à✲❜♦✉t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳

❊①❡♠♣❧❡✳ ✖ ❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❛❣r♦✲❛❧✐♠❡♥t❛✐r❡(1)✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ s✉r❢❛❝❡ ❝✉❧t✐✈❛❜❧❡ s✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡
♣♦✉ss❡r ❞❡s ♥❛✈❡ts ♦✉ ❞❡s ❝♦✉r❣❡tt❡s✳ ▲❡ ❝♦ût ❞❡s s❡♠❡♥❝❡s ❡st ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❖♥
❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❡♥❣r❛✐s ❳ ❡t ❨✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞✬✉♥ ❛♥t✐✲♣❛r❛s✐t❡ ❆P✳ ▲❡ ❜❡s♦✐♥ ❡♥ ❡♥❣r❛✐s ❡t
❡♥ ❛♥t✐✲♣❛r❛s✐t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❣❡tt❡s ❡t ♣♦✉r ❧❡s ♥❛✈❡ts ❡st s②♥t❤ét✐sé ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✳

❊♥❣r❛✐s ❳ ❊♥❣r❛✐s ❨ ❆♥t✐✲♣❛r❛s✐t❡ ❆P
❈♦✉r❣❡tt❡s 2 l m−2 1 l m−2 0 l m−2

◆❛✈❡ts 1 l m−2 2 l m−2 1 l m−2

❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❝♦♠♠❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ 8 l ❞✬❡♥❣r❛✐s ❳✱ ❞❡ 7 l ❞✬❡♥❣r❛✐s ❨ ❡t ❞❡ 3 l ❞✬❛♥t✐✲♣❛r❛s✐t❡ ❆P✳
❖♥ ♣❡✉t s✬❛tt❡♥❞r❡ à ✉♥❡ ♣r♦❞✉❝t✐✈✐té ❞❡ 4 kg.m−2 ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❣❡tt❡s ❡t ❞❡ 5 kg.m−2 ♣♦✉r

❧❡s ♥❛✈❡ts✱ ❡t à ✉♥ ❣❛✐♥ ❞❡ 1 ❂❈/kg t❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉r❣❡tt❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♥❛✈❡ts✳
◗✉❡❧ ❡st ❧❡ ❣❛✐♥ ♠❛①✐♠✉♠ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❄

❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
❱❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥ ✿ x ✿ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ❝♦✉r❣❡tt❡s✳

y ✿ s✉r❢❛❝❡ ❞❡ ♥❛✈❡ts✳

❋♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ✿ ▼❛① 4x + 5y

(1)❙♦✉r❝❡ ✿ ◆✳ ❇r❛✉♥❡r✳



❈♦♥tr❛✐♥t❡s 2x + y ≤ 8 ✭r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬❡♥❣r❛✐s ❆✮
x + 2y ≤ 7 ✭r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬❡♥❣r❛✐s ❇✮
y ≤ 3 ✭r❡ss♦✉r❝❡s ❞✬❛♥t✐✲♣❛r❛s✐t❡ ❆❇✮
x ≥ 0 ❡t y ≥ 0✳

❖♥ ✈❡✉t ❞♦♥❝ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▼❛① 4x + 5y

s✳❝✳ 2x + y ≤ 8,

x + 2y ≤ 7,

y ≤ 3

x ≥ 0, y ≥ 0

❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✱ ❛✈❡❝

c =

(

4

5

)

, b =















8

7

3

0

0















A =















2 1

1 2

0 1

−1 0

0 −1















.

❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ❞é❥à ♥♦té ❧♦rs ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ❝♦✉rs✱ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ② ❛✐t ▼❛① ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ ▼✐♥ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ ♥❡ ♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ♠❛①✐♠✐s❡r ✉♥❡ q✉❛♥t✐té
r❡✈✐❡♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r s♦♥ ♦♣♣♦sé✳

❈♦♠♠❡ ♦♥ ♥✬❛ q✉❡ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦❝é❞❡r à ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ✭✈♦✐r
❋✐❣✉r❡ ✶✮✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ✖ ❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ❣é♥ér❛❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✉♥ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

✭✻✮
▼❛①

∑n
j=1 cjxj

s✳❝✳
∑n

j=1 ai,jxj ≤ bi, ♣♦✉r i = 1, . . . , n✱
xj ≥ 0, ♣♦✉r j = 1, . . . ,m✳

q✉✐ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ n t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❞✉✐ts✱
✕ m t②♣❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✱
✕ xj ✿ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♣r♦❞✉✐t j✱
✕ cj ✿ ♣r♦✜t ✉♥✐t❛✐r❡ ❞✉ ❧❡ ♣r♦❞✉✐t j✱
✕ ai,j ✿ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❡♥ r❡ss♦✉r❝❡ i ♣♦✉r ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ j✱
✕ bi ✿ q✉❛♥t✐té ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ i ❡♥ st♦❝❦✳
❈✬❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡t très ❢réq✉❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲✬❛s♣❡❝t ✓ ❛❧❧♦❝❛✲

t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ✔ ❞❡ ❧❛ ❘❖ ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ✐❧❧✉stré ♣❛r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳

❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♥❛✈❡ts ❡t ❞❡s ❝♦✉r❣❡tt❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣✉ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛ss❡③ ❢❛❝✐❧❡✲
♠❡♥t ❝❛r ✐❧ ♥✬② ❛✈❛✐t q✉❡ ✷ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼❛✐s ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s ✕ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✕ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t ❞é♣❛ss❡r ❧❡ ♠✐❧❧✐❡r✱ ❡t ♥✐ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ♥✐ ❧❡ ❞❡ss✐♥ ♣❡✉✈❡♥t
❛❧♦rs ♥♦✉s t✐r❡r ❞✬❛✛❛✐r❡✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❞❡♣✉✐s ❧❛ ✜♥ ❞❡s ❛♥♥é❡s ✹✵✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❝❤❡r❝❤❡✉rs
♦♥t tr❛✈❛✐❧❧é s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ❝✬❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉✐ ❡st ❜✐❡♥ rés♦❧✉
t❛♥t s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r❛t✐q✉❡ q✉❡ s✉r ❧❡ ♣❧❛♥ t❤é♦r✐q✉❡✳

✹✷



x

y

y = 3

2x + y = 8

x + 2y = 7

P

P = {(x, y) : 2x + y ≤ 8, x + 2y ≤ 7, y ≤ 3, x ≥ 0, y ≥ 0}

❋✐❣✳ ✶✳ ❘❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♥❛✈❡ts ❡t ❞❡s ❝♦✉r❣❡tt❡s✳

P❧❛♥ ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❧♦❣✐❝✐❡❧s ✭❧✐❜r❡s ❡t ❝♦♠♠❡r❝✐❛✉①✮ rés♦❧✈❡♥t ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s
❧✐♥é❛✐r❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ❱♦✐r ❧❛ ❧✐st❡ ❡♥ ❛♥♥❡①❡✳ ■❧ ② ❛ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐
s♦♥t ✉t✐❧✐sés ❞❛♥s ❝❡s ❝♦❞❡s ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs✳
❖♥ ❞❡✈r❛✐t ♣❧✉tôt ♣❛r❧❡r ❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝❛r t❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ q✉❡
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs ❡①✐st❡♥t s♦✉s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s✳

P❧❛♥ t❤é♦r✐q✉❡ ✿ ▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❞❛♥s P✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧✲
❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① q✉✐ rés♦❧✈❡♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts
✐♥tér✐❡✉rs ❡st ✉♥ ❞❡ ❝❡✉①✲❧à✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ très r❛♣✐❞❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱
♥❡ ♣♦ssè❞❡ ♣❛s ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ✈❡rs✐♦♥ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ s❡s ✈❡rs✐♦♥s✱ ♦♥
❝♦♥♥❛ît ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞✬ét❛♣❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ✭P▲✮✱ q✉✐ ♦♥t ✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ♣r❛t✐q✉❡ ✭♣♦❧②è❞r❡s✱ ❞✉❛❧✐té✱✳✳✳✮✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ rés♦❧✈❡♥t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ♣❛r❧❡r♦♥s ❞✬✉♥ s✉❥❡t
✐♠♣♦rt❛♥t✱ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ✭P▲◆❊✮✱ q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉❡ t♦✉t ♦✉
♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦✐❡♥t ❡♥t✐èr❡s✳ ❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❧❡s q✉❛♥t✐tés ♣r♦❞✉✐t❡s
s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❡♥t✐èr❡s ✭♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐t✉r❡s✱ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❍✐✲✜✮✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s xj ❞❛♥s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✻✮ ❞♦✐✈❡♥t ❡♥ ♣❧✉s êtr❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ N✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♠❡ttr❡ s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❡♥tr❡
❛✉tr❡ q✉❡ ❧❛ P▲◆❊ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

✹✸



✹✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts t❤é♦r✐q✉❡s

✹✳✷✳✶✳ ❋♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞✳ ✖ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs
✉t✐❧✐s❡♥t ✉♥❡ é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✮✳ ■❧s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛
❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞(2) q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✭✽✮
▼✐♥ cT x

s✳❝✳ Ax = b,

x ≥ 0.

❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ x ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ m × n ❞♦♥♥é❡✱ c ∈ Rn✱
b ∈ Rm s♦♥t ❞❡✉① ✈❡❝t❡✉rs ❞♦♥♥és ❡t 0 ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r 0✱ ❛✈❡❝ n ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s✳

P❛ss❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳ ✖ P♦✉r

♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ à ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♦♥ ♣♦s❡ A′ :=





A

−A

−In



✱ b′ :=





b

−b

0



✱

c′ := c✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡ ✭✽✮ ❡t ❞✉
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ✐♥éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿

▼✐♥ c
′T x

s✳❝✳ A′x ≤ b′,

s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳

▲❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ré❝✐♣r♦q✉❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s s✉❜t✐❧❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s
❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ s✉✐✈❛♥t ✿

✭✾✮
▼✐♥ cT x′

s✳❝✳ A′x = b′,x′ ≥ 0,

❛✈❡❝ A′ :=
(

A −A Im

)

✱ b′ := b ❡t c′ := (c,−c,0)✳ ■❧ ❢❛✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✳
P♦✉r ❝❡ ❢❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✺✮ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦ût ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳

Pr❡♥♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✺✮✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s u,v ∈ Rn ❡t
y ∈ Rm ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡

yi := bi − (Ax)i ♣♦✉r j = 1, . . . ,m

❡t

uj :=

{

xj s✐ xj ≥ 0

0 s✐♥♦♥✱
❡t vj :=

{

xj s✐ xj ≤ 0

0 s✐♥♦♥✱
♣♦✉r j = 1, . . . , n✳

■❧ ❡st ❛❧♦rs ❛✐sé ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ x′ := (u,v,y) ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✾✮✱ ❡t
q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥ cT x = cT u− cT v✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐❡♥t x′ = (u,v,y) ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✾✮✳ P♦s♦♥s
x := u − v✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r x ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✽✮✱ ❡t ❧✬♦♥ ❛ ❜✐❡♥
cT x = cT u− cT v✳

(2) ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❝❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t ❞❡✉① ❢♦r♠❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ❧❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❞é❝r✐t❡

✐❝✐✱ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✭✼✮

▼✐♥ cT x

s✳❝✳ Ax ≤ b,

x ≥ 0.

▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✐♥éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✈✐❡♥t ❞✉ ❧✐✈r❡ ❬✷✷❪✳

✹✹



✹✳✷✳✷✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s✳ ✖ ❉❛♥s ❧❛ s✉✐t❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ q✉❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡
A ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ✭✽✮ ❡st ❞❡ ♣❧❡✐♥ r❛♥❣✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ❧❡s m ❧✐❣♥❡s s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t t❡st❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ rés♦❧✈❛♥t ❧✬éq✉❛✲
t✐♦♥ Ax = b ✭♣❛r ❞❡s ♣✐✈♦ts ❞❡ ●❛✉ss ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡t s✐ ❧❡s
❧✐❣♥❡s ❞❡ A ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐♥é❛✐r❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱ ❛❧♦rs ❢♦r❝é♠❡♥t ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡
❡st r❡❞♦♥❞❛♥t❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❧❛ s✉♣♣r✐♠❡r✳ ❉✬♦ù

❍②♣♦t❤ès❡ ✿ ◆♦s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ s❡r♦♥t t❡❧s q✉❡ A ❡st ❞❡ ♣❧❡✐♥ r❛♥❣✳

✹✳✷✳✸✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s✐q✉❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ✖ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs q✉❡ A ❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ m×n✱
❞❡ ♣❧❡✐♥ r❛♥❣✳ P♦✉r ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ B ⊆ {1, 2, . . . , n}✱ ♦♥ ♥♦t❡ AB ❧❛ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ❞❡ A ré❞✉✐t❡ ❛✉①
❝♦❧♦♥♥❡s ✐♥❞✐❝é❡s ♣❛r ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ B✳

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐

A =





1 2 0 3 3 1

0 8 9 3 4 4

5 6 0 7 1 1



 ,

❡t s✐ B = {1, 4, 5} ❛❧♦rs

AB =





1 3 3

0 3 4

5 7 1



 .

❯♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ s❡♠❜❧❛❜❧❡ s❡r❛ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ✿ s✐ x = (5, 4, 5, 1, 1, 2) ❡t B = {1, 4, 5}✱
❛❧♦rs xB = (5, 1, 1)✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ B ✜①é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧✬é❣❛❧✐té Ax = b s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

✭✶✵✮ ABxB + ANxN = b

❯♥❡ ♣❛rt✐❡ B ∈ {1, 2, . . . , n} à m é❧é♠❡♥ts ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❜❛s❡ s✐ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ AB ❡st ✐♥✈❡rs✐❜❧❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ Ax = b ❞❛♥s ❧❛ ❜❛s❡ B ❡♥ tr❛♥s❢♦r♠❛♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ✭✶✵✮
❡♥

xB + A−1
B ANxN = A−1

B b.

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ x̃ ❞✉ s②stè♠❡ Ax = b ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t x̃B := A−1
B b ❡t x̃N := 0 ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥

❜❛s✐q✉❡✳ ❙✐ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡ ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✽✮✮✱ ✐✳❡✳ s✐
A−1

B b ≥ 0✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ x̃ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❡t q✉❡ B ❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳
❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t s✉✐✈❛♥t q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❛ ❜❛s❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✶✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ✭❢♦r♠❡ ✭✽✮✮✳
❆❧♦rs
✕ s✐ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❡st ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❡t s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❜♦r♥é❡ ✐♥❢é✲

r✐❡✉r❡♠❡♥t s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
✕ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ q✉✐ s♦✐t ❜❛s✐q✉❡ ré❛❧✐✲

s❛❜❧❡✳

❈❡ t❤é♦rè♠❡ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥❛ï❢ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ❝♦♠♠❡ ✐❧
♥✬② ❛ q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❜❛s❡s ✭❛✉ ♣❧✉s

(

n
m

)

✮✱ ♦♥ ❡ss❛②❡ ❝❤❛q✉❡ ❜❛s❡ ❧✬✉♥❡ ❛♣rès ❧✬❛✉tr❡ ❡t ♦♥
❣❛r❞❡ ❝❡❧❧❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r cT x✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❡♥❝♦r❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❜♦r♥é❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t✱ ♠❛✐s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥
✐♥térêt ♣r❛t✐q✉❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧(3)✳

(3)P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♣♦✉r n = 2m✱ ♦♥ ❛
`

n
m

´

≃ 4m✳

✹✺



❋✐❣✳ ✷✳ ❯♥ ♣♦❧②è❞r❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✈❛ é❣❛❧❡♠❡♥t é♥✉♠ér❡r ❞❡s ❜❛s❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡
✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t✱ ❝❡ q✉✐ ✈❛ ré❞✉✐r❡ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ✭❡♥ ❣é♥ér❛❧✮ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛s❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s à
❝♦♥s✐❞ér❡r✳ P♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❝❡t ♦r❞r❡ ✭✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✱ ♦♥ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s❡ ✈♦✐s✐♥❡✳ B′

❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ ✈♦✐s✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ B s✐ ❝✬❡st ✉♥❡ ❜❛s❡ t❡❧❧❡ q✉❡ B′ \ B ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t
✭❡t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❜❛s❡s ♦♥t t♦✉t❡ ♠ê♠❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✱ ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t t❡❧❧❡ q✉❡ B \B′ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t
q✉✬✉♥ é❧é♠❡♥t✮✳

■❧ s❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ q✉❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s s♦✐t ♥♦♥✲✈✐❞❡✱ ♠❛✐s q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❜♦r♥é❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡♠❡♥t s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ ✉♥ r❛②♦♥ ✐♥✜♥✐✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✷✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ✭❢♦r♠❡ ✭✽✮✮✳ ❙✐
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❡st ♥♦♥✲✈✐❞❡ ❡t s✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♥✬❡st ♣❛s ❜♦r♥é❡ ✐♥❢é✲
r✐❡✉r❡♠❡♥t s✉r ❝❡t ❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ x0 ❡t q t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♣♦✐♥ts x(t) = x0− tq s♦✐❡♥t t♦✉s
ré❛❧✐s❛❜❧❡s ♣♦✉r t ≥ 0✱ ❡t t❡❧s q✉❡ limt→+∞ cT x(t) = −∞✳

▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts x(t) = x0 − tq ♣♦✉r t ≥ 0 ❡st ❛♣♣❡❧é r❛②♦♥ ✐♥✜♥✐✳ ▲❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ t ❡st ❧❡
♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❝❡ r❛②♦♥✱ x0 s♦♥ ♦r✐❣✐♥❡ ❡t q s❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳

✹✳✷✳✹✳ P♦❧②è❞r❡s✳ ✖ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡ss❛②❡r ❞❡ ✓ ✈♦✐r ✔ ❝❡ q✉❡ s✐❣♥✐✜❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✽✮✱
✉♥ ♣❡✉ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐❢ ❞❡s ♥❛✈❡ts ❡t ❞❡s ❝♦✉r❣❡tt❡s✳
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s Ax = b ❡t x ≥ 0 ❞é❧✐♠✐t❡♥t ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡
❞❡ Rn ♦❜t❡♥✉❡ ❝♦♠♠❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ❞❡♠✐✲❡s♣❛❝❡s ❢❡r♠és ❞é❧✐♠✐tés ♣❛r ❞❡s
❤②♣❡r♣❧❛♥s✳

❖♥ ✈ér✐✜❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t q✉✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ ❡st ❝♦♥✈❡①❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts
x ❡t y ❞✬✉♥ ♣♦❧②è❞r❡ P ✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞✉ s❡❣♠❡♥t [x,y] ❡st ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s P ✳

❯♥ ♣♦❧②è❞r❡ ♣♦ssè❞❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❡①trê♠❡s ♦✉ s♦♠♠❡ts✱ q✉✐ s♦♥t ❧❡s ✏♣♦✐♥t❡s✑✱ ♦✉ ❧❡s
✏♣✐q✉❡s✑ ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ❝♦♥❢✉s✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✱ ♥♦✉s
✉t✐❧✐s❡r♦♥s ♣❧✉tôt ❧✬❛♣♣❡❧❧❛t✐♦♥ ✏♣♦✐♥ts ❡①trê♠❡s✑ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
✉♥ ♣♦✐♥t ❡①trê♠❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ v ∈ P ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❡①trê♠❡ ❞❡ P s✐ ♣♦✉r t♦✉t x,y ∈ P ✱
♦♥ ❛ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥

(❧❡ s❡❣♠❡♥t [x,y] ❝♦♥t✐❡♥t v)⇒ (v = x ♦✉ v = y).

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ s❡❣♠❡♥t ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s P ❡t ♥♦♥ ré❞✉✐t à ✉♥ ♣♦✐♥t q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡
v✳

❊♥ ré❛❧✐té✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❧❡s ♣♦✐♥ts ❡①trê♠❡s ❡t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s✐q✉❡s
ré❛❧✐s❛❜❧❡s r❡❝♦✉✈r❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥❝❡♣t✳

✹✻



x

y

l’optimum est atteint en (x∗, y∗) = (3, 2)

4x + 5y = 22

❋✐❣✳ ✸✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ♥❛✈❡ts ❡t ❞❡s ❝♦✉r❣❡tt❡s ❡st ✉♥ s♦♠♠❡t ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✷✳✸✳ ✖ ❙♦✐t P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✽✮ ✭P
❡st ❞♦♥❝ ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡✮✳ ❙♦✐t v ∈ P ✳ ▲❡s ❞❡✉① ❛ss❡rt✐♦♥s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✿

✕ v ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ✭✽✮✳
✕ v ❡st ✉♥ ♣♦✐♥t ❡①trê♠❡ ❞❡ P ✳

❖♥ ♣❡✉t ✈♦✐r ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ q✉✐ ♠♦♥tr❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡s ♥❛✈❡ts ❡t ❞❡s ❝♦✉r❣❡tt❡s ❞✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✳

✹✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s

❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ ❞é❥à été ✐♥❞✐q✉é✱ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s ✭❢❛♠✐❧❧❡s ❞✬✮ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ✿
✕ ❧❡ s✐♠♣❧❡①❡✳
✕ ❧❡s ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s✳
✕ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❡t ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❜r✐è✈❡♠❡♥t

❝❡❧❧❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs✳ ■❧ ❢✉t ✉♥ t❡♠♣s ♦ù ❧❡s ❝♦✉rs ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦♥s✐st❛✐❡♥t
❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡ à ❞é❝r✐r❡ ❡t ♣r❛t✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥térêt
❞✬✉♥ t❡❧ ❡♥s❡✐❣♥❡♠❡♥t ♣♦✉r ✉♥ ✐♥❣é♥✐❡✉r ♦✉ ✉♥ ❝❤❡r❝❤❡✉r ❡st ❛ss❡③ ❧✐♠✐té ❡t ❧❛ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
❞❡s ❣r❛♥❞❡s ✐❞é❡s ❧❛r❣❡♠❡♥t s✉✣s❛♥t❡✳

✹✼



P♦✉r ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ♦✉✈r❛❣❡s✳ ❯♥ ❡①❝❡❧❧❡♥t
♦✉✈r❛❣❡ q✉✐ ❝♦✉✈r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡st ❝❡❧✉✐ ❞❡
▼❛t♦✉s❡❦ ❡t ●ärt♥❡r ❬✷✷❪✳ ❙✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✱ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❧✐✈r❡ ❡st ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❝❡❧✉✐
❞❡ ❈❤✈át❛❧ ❬✹❪✳ ❙✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s✱ ❧❡ ❧✐✈r❡ ❞❡ ●röt❝❤❡❧✱ ▲♦✈ás③ ❡t ❙❝❤r✐❥✈❡r ❡st ✉♥❡
❡①❝❡❧❧❡♥t❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❡t ✉♥ ❣r❛♥❞ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❬✶✹❪✳ ❊♥✜♥✱ s✉r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs✱ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❞❡ ❚❡r❧❛❦②
❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs ❬✷✺❪✳

❙✉r ❧❡ ♣❧❛♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s ♥✬❛ ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❢❛✐t s❡s ♣r❡✉✈❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡①♣❧✐q✉❡
q✉✬✐❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs✳ ❙♦♥ ✐♥térêt ❡st ✭♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ❄✮ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t ❤✐st♦r✐q✉❡
♣✉✐sq✉✬✐❧ ❝♦♥st✐t✉❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣r♦♣♦sé ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡
✭❡♥ ✶✾✼✾✱ ♣❛r ❑❤❛❝❤②❛♥✮✳ ❆✈❛♥t ✶✾✼✾✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥✱ ❛❧♦rs ♦✉✈❡rt❡✱ ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡
rés♦✉❞r❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛ss✐♦♥♥❛✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡✉rs✳

✹✳✸✳✶✳ ▲❡ s✐♠♣❧❡①❡✳ ✖ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡
❡♥ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝r✐tèr❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❜❛s❡s
❡st ✜♥✐✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ♦✉ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐
❞✬ét❛♣❡s✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❛✉ ❞é♣❛rt ✉♥❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ B✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡
❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r réé❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✽✮ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡

✭✶✶✮
▼✐♥ cT

BA−1
B b +

(

cN − cT
BA−1

B AN

)

xN

s✳❝✳ xB + A−1
B ANxN = A−1

B b,

x ≥ 0.

■❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✽✮ s♦♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts
✭❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧✬❛ ❞é❥à ✈✉ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✮✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✱ ❝✬❡st q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
❧✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à B ✿ ❝✬❡st ❧❡ t❡r♠❡ ❝♦♥st❛♥t cT

BA−1
B b ❞❡

❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à B ❡st t❡❧❧❡ q✉❡ xN = 0✳
❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✐r❡ ❝❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✿ ❝✬❡st x̃B = A−1

B b ❡t x̃N = 0✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✈♦✐s✐♥❡ B′ q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✭❝✬❡st ❧✬♦♣é✲

r❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✐✈♦t✮✳ ■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❛ss❡③ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❜❛s❡ B′ à ♣❛rt✐r ❞❡ B✱
s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡s ❡♥tré❡s ❞❡ cN − cT

BA−1
B AN ❡t ❞❡ A−1

B AN ✳ ❖♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡ ❞✬❛❜♦r❞
❧✬é❧é♠❡♥t j /∈ B q✉✐ ✈❛ ❡♥tr❡r ❞❛♥s B′ ✭❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ xj✮✱ à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡
cN − cT

BA−1
B AN ✳ ❊♥s✉✐t❡✱ à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞❡ A−1

B AN ✱
♦♥ tr♦✉✈❡ ❧✬é❧é♠❡♥t i q✉✐ ✈❛ q✉✐tt❡r B ✭❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦rt❛♥t❡ xi✮✳
❱❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ ✿ ❚♦✉t ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♥é❣❛t✐❢ ❞❡ cT

N − cT
BA−1

B AN ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ♦✣❝❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❡♥tr❛♥t❡✳

❱❛r✐❛❜❧❡ s♦rt❛♥t❡ ✿ ❙♦✐t q ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ A−1
B AN ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ ❡t

s♦✐t p := A−1
B b✳ ❖♥ r❡❣❛r❞❡ ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s ❞❡ q ❡t ♣❛r♠✐ ❝❡✉①✲❧à✱ ♦♥

❝❤♦✐s✐t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s♦rt❛♥t❡ xi t❡❧❧❡ q✉❡ pi/qi s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳
❖♥ réé❝r✐t ❡♥s✉✐t❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡

✭✶✷✮
▼✐♥ cT

B′A
−1
B′ b +

(

cT
N ′ − cT

B′A
−1
B′ AN ′

)

xN ′

s✳❝✳ xB′ + A−1
B′ AN ′xN ′ = A−1

B′ b,

x ≥ 0.

♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♦♥ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❧✐r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝r✐tèr❡ ♣♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡
ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❛ss♦❝✐é❡ à B′ ✭❝✬❡st cT

B′A
−1
B′ b✮ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❜❛s✐q✉❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ✭x̃B′ = A−1

B′ b

❡t x̃N ′ = 0✮✳
❊t ♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡✳

✹✽



▲✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❡st ❛tt❡✐♥t❡ q✉❛♥❞ t♦✉s ❧❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❡ cT
N ′ − cT

B′A
−1
B′ AN ′ s♦♥t ≥ 0✳ ❊♥ ❡✛❡t✱

q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❛❧♦rs ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ xN ′ ✱ q✉✐ ❡st à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s✱ ❧❡ ❝r✐tèr❡ ✈❡rr❛ s❛ ✈❛❧❡✉r
❛✉❣♠❡♥t❡r✳

❉❡ ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ❧✬✉♥❡✱ s♦✐t ♦♥ t❡r♠✐♥❡ s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ s♦✐t à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts✱
♦♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é❡ ✭✐✳❡ −∞ ❡st ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✮ ✿ ❝❡❧❛ ❛rr✐✈❡ ❧♦rsq✉❡
t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ q ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥tr❛♥t❡ s♦♥t ♥é❣❛t✐✈❡s ♦✉
♥✉❧❧❡s✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs ✉♥ r❛②♦♥ ✐♥✜♥✐ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ x̃B′ ❡t ❞❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ q✳

❖♥ ❛ s✉♣♣♦sé q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❛✐t ❞✬✉♥❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❈✬❡st ❡♥ ❡✛❡t s♦✉✈❡♥t ❧❡
❝❛s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❧✬❛❥♦✉t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✬é❝❛rt ❢❛✐t
❛♣♣❛r❛îtr❡ ✉♥❡ s♦✉s✲♠❛tr✐❝❡ ✐❞❡♥t✐té✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s s♦♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡
❞é♣❛rt✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✭❡♥
❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ rés♦✉t ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞♦♥t ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❡st ❛tt❡✐♥t s✉r ✉♥❡ ❜❛s❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡
❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ ✲ ✈♦✐r ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ s✉r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮✳ ■❧ s❡
♣❡✉t ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉ q✉❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦✐t t♦✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❣é♦♠étr✐q✉❡ ✿ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ s✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❣é♦♠étr✐q✉❡♠❡♥t✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❞❡✉① ❜❛s❡s ✈♦✐s✐♥❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s✐q✉❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t ❞❡s s♦♠♠❡ts
❝♦♥❢♦♥❞✉s ♦✉ ✈♦✐s✐♥s ✭❛✉ s❡♥s ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡✮ ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳
▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣✐✈♦t ❝♦♥s✐st❡ à ✏❣❧✐ss❡r✑ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡(4) ♣♦✉r ❛❧❧❡r ✈❡rs ✉♥
♣♦✐♥t ❡①trê♠❡ ✈♦✐s✐♥✱ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❜❛s✐q✉❡s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❡t ❞❡s ♣✐✈♦ts ❣é♥érés ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r ❞❡s s♦♠♠❡ts ❡t ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ ❡t q✉✐
❝❤❡r❝❤❡ à s❡ ❞✐r✐❣❡r ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ c✳

❊✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ à m

❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✈❛ ❢❛✐r❡ ❡♥tr❡ 2m ❡t 3m ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ♣✐✈♦ts ❛✈❛♥t ❞✬❛rr✐✈❡r
à ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳ ▲❛ réé❝r✐t✉r❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❧♦rs ❞✬✉♥ ♣✐✈♦t ♥é❝éss✐t❡ O(m2) ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❡♥
❣é♥ér❛❧ O(m3) ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✱
❝❡ q✉✐ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ❙✉r ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡ ré❡❧❧❡s✱ ❧❡ s✐♠♣❧❡①❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❜✐❡♥✳

❈❡❧❛ ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣✐✈♦ts ❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳ ▲❛ q✉❡s✲
t✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ♣✐✈♦t ❝♦♥❞✉✐s❛♥t à ✉♥ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡st ✉♥❡
✭✐♠♣♦rt❛♥t❡✮ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡✳

✹✳✸✳✷✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs✳ ✖ ❆ ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s
♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs ❝❤❡r❝❤❡ à é✈✐t❡r ❧❡ ❜♦r❞ ❞✉ ♣♦❧②è❞r❡ ❡t r❡st❡r ❧❡ ♣❧✉s ♣♦ss✐❜❧❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r✳ ❈✬❡st
s❡✉❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛tt❡✐♥t ❧❡ ❜♦r❞✱ ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡✳

❈♦♥❝rèt❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝♦ût ♣é♥❛❧✐sé

fµ(x) := cT x− µ
˙∑n

j=1
log xj

❡t à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✽✮ ♣❛r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t

✭✶✸✮
▼✐♥ fµ(x)

s✳❝✳ Ax = b,

x > 0,

♦ù x > 0 s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ xj > 0 ♣♦✉r j = 1, . . . , n✳

(4)♦✉ à r❡st❡r s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t ❀ ✉♥ ♣✐✈♦t ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs à ❛♠é❧✐♦r❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝r✐tèr❡✳

✹✾



▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ ❢❛✐r❡ t❡♥❞r❡ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t µ ✈❡rs 0✱ ❡t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ x∗(µ) ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✶✸✮ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µ s✉❝❝❡ss✐✈❡✳ ▲❛ s✉✐t❡ ❞❡s x∗(µ) t❡♥❞
❛❧♦rs ✈❡rs ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✽✮ ✭à q✉❡❧q✉❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣rès✮✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ x∗(µ) ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✶✸✮ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ❢❛✐t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❡t ✉t✐❧✐s❡
❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ µ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ✕ ❝❡tt❡ ét❛♣❡
r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❊✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs ✿ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st O(n3L) ♦ù L

❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❜✐ts ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❝♦❞❡r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥
❢❛✐t ❜✐❡♥ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ µ ❞✐st✐♥❝ts ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧
x∗(µ) ❡st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧é✮ ❡st O(

√
nL) ♠❛✐s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❝❡❧❛ s❡♠❜❧❡ ♣❧✉tôt êtr❡ ✉♥

O(log n)✱ ❝❡ q✉✐ ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ré❡❧❧❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡✳

✹✳✹✳ ❉✉❛❧✐té

✹✳✹✳✶✳ ❉✉❛❧✐té ❢❛✐❜❧❡✱ ❞✉❛❧✐té ❢♦rt❡✳ ✖ ◆♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été t❤é♦r✐q✉❡
❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❞✉❛❧✐té✳

❊♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ❙♦✉s✲❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✱ à t♦✉t ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♦♥ ♣❡✉t
❛ss♦❝✐❡r ✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ s♦♥ ❞✉❛❧✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ♣r✐♠❛❧✳
▲♦rs ❞❡ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r✐♠❛❧ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❞✉❛❧ ❡t ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r✐♠❛❧ ❞❡✈✐❡♥♥❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ❞✉❛❧✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✱ s♦✉s ❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞ ✿

✭✶✹✮
▼✐♥ cT x

s✳❝✳ Ax = b,

x ≥ 0.

❙♦♥ ❞✉❛❧ s❡ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs

✭✶✺✮
▼❛① bT y

s✳❝✳ AT y ≤ c.

❈❡❧❛ s❡ ✈ér✐✜❡ ❛✐sé♠❡♥t ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣rés❡♥té❡ ❡♥ ✷✳✸✳✺✳
◆♦t❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ yi ♠✉❧t✐♣❧✐❡ ❧❛ iè♠❡ ❧✐❣♥❡ ✭❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✮ ❞❡ A✱ ♣♦✉r i = 1, . . . ,m✱ ❡t q✉❡

❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡ A✱ ❛ss♦❝✐é❡ ❝❤❛❝✉♥❡ à ✉♥❡ ❞❡s n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✶✹✮✱ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✶✺✮✳

Pr❡♥♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x ❞✉ ♣r✐♠❛❧ ❡t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ y ❞✉ ❞✉❛❧✳
▼✉❧t✐♣❧✐♦♥s à ❣❛✉❝❤❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r✐♠❛❧ ♣❛r y✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

yT Ax = yT b.

❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❞✉❛❧ ❡t ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❞❡ x s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t
cT x ≥ yT b ♦✉ ♣❧✉s ❧✐s✐❜❧❡♠❡♥t

cT x ≥ bT y.

❖♥ r❡tr♦✉✈❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ❞✉❛❧ ♠✐♥♦r❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡
❞✉ ♣r✐♠❛❧ ✭s✐ ♦♣t✐♠✉♠ ✐❧ ② ❛✮✳ ❊♥ ré❛❧✐té✱ ♦♥ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ✿ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣r✐♠❛❧ ❡t ❞✉❛❧ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿

✺✵



❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✶ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❢♦rt ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✮
P♦✉r ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s✉✐✈❛♥ts

▼✐♥ cT x

s✳❝✳ Ax = b, ✭P✮
x ≥ 0

❡t
▼❛① bT y

s✳❝✳ AT y ≤ c, ✭❉✮

✉♥❡ ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés s✉✐✈❛♥t❡s s❡ ré❛❧✐s❡

✶✳ ◆✐ ✭P✮✱ ♥✐ ✭❉✮ ♥✬♦♥t ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

✷✳ ✭P✮ ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é ❡t ✭❉✮ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

✸✳ ✭❉✮ ❡st ♥♦♥ ❜♦r♥é ❡t ✭P✮ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

✹✳ ✭P✮ ❡t ✭❉✮ s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ■❧s ♦♥t ❛❧♦rs t♦✉s ❞❡✉① ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s✱ r❡s✲
♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t x∗ ❡t y∗✱ ❡t ❧✬♦♥ ❛

cT x∗ = bT y∗.

❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ✭P✮ ❡st é❣❛❧ ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✭❉✮✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♦♠✐s❡✱ ♠❛✐s ❝❡ t❤é♦rè♠❡ ♣❡✉t s❡ ♣r♦✉✈❡r s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❧❡♠♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡♥
❣é♦♠étr✐❡ ✕ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ❋❛r❦❛s ✕ s♦✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬é❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❜❛s❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ✭✈♦✐r ❡①❡r❝✐❝❡ ❡♥ ✜♥ ❞❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮✳

✹✳✹✳✷✳ ❉✉❛❧✐té s♦✉s t♦✉t❡s s❡s ❢♦r♠❡s✳ ✖ ❉❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✱ ♦♥ ❞♦♥♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s
s✐t✉❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❯♥ ❜♦♥ ❡①❡r❝✐❝❡ ❝♦♥s✐st❡ à r❡❞é♠♦♥tr❡r ❝❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❞❡ ❧❛ ❙♦✉s✲❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✳

Pr♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣r✐♠❛❧ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉❛❧
❱❛r✐❛❜❧❡s x1, x2, . . . , xn y1, y2, . . . , ym

▼❛tr✐❝❡ A AT

▼❡♠❜r❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ b c

❋♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ▼✐♥ cT x ▼❛① bT y

❈♦♥tr❛✐♥t❡s
iè♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛ ≤

≥
=

yi ≤ 0

yi ≥ 0

yi ∈ R

xj ≤ 0

xj ≥ 0

xj ∈ R

jè♠❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛ ≥
≤
=

❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❡♥ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✱ q✉✐ s❡ ✈ér✐✜❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t
s✉r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss✉s ♠❛✐s ❛✉ss✐ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙♦✉s✲❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✱ ❡st q✉❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✷✳ ✖ ▲❡ ❞✉❛❧ ❞✉ ❞✉❛❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣r✐♠❛❧✳

❖♥ ❛ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡s é❝❛rts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
❙♦✐t ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ✿

▼✐♥
∑n

j=1 cjxj

s✳❝✳
∑n

j=1 aijxj ≥ bi ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . ,m}
xj ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , n}

✺✶



❡t s♦♥ ❞✉❛❧

▼❛①
∑m

i=1 biyi

s✳❝✳
∑m

i=1 aijyi ≤ cj ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , n}
yi ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . ,m}✳

❆❧♦rs

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✸ ✭❊❝❛rts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✮✳ ✖ ❙♦✐❡♥t x∗ ❡t y∗ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s
❞✉ ♣r✐♠❛❧ ❡t ❞✉ ❞✉❛❧ ✭❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬❡❧❧❡s ❡①✐st❡♥t✮✳ ❆❧♦rs ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , n}✱ s✐ x∗

j > 0

❛❧♦rs
∑m

i=1 aijy
∗
i = cj✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛✐ssé❡ ❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡ ✭✈♦✐r ✜♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✮✳

✹✳✹✳✸✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳ ✖ ▲❛ ❞✉❛❧✐té ❛ ❞❡s ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥s é❝♦✲
♥♦♠✐q✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❧❡s ✐❧❧✉str♦♥s s✉r ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

✹✳✹✳✸✳✶✳ ▲❡ ♣r✐♠❛❧ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r
✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❊ ✿

▼❛①
∑n

j=1 cjxj

s✳❝✳
∑n

j=1 aijxj ≤ bi, ♣♦✉r i = 1, . . . ,m✱
xj ≥ 0, ♣♦✉r j = 1, . . . , n✳

❙♦✐t ✉♥❡ ✜r♠❡ ❋ q✉✐ ✈❡✉t r❛❝❤❡t❡r ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡✳ ❆ q✉❡❧s ♣r✐① ❞♦✐t✲❡❧❧❡ ❧❡ ❢❛✐r❡
♣♦✉r t♦✉t r❡❝❤❡t❡r ❡t ♠❛①✐♠✐s❡r s♦♥ ♣r♦✜t ❄

❊♥ ♥♦t❛♥t yi ❧❡ ♣r✐① ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ i✱ ♦♥ é❝r✐t

▼✐♥
∑m

i=1 biyi

s✳❝✳
∑m

i=1 aijyi ≥ cj , ♣♦✉r j = 1, . . . , n✱
yi ≥ 0, ♣♦✉r i = 1, . . . ,m✳

▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ tr❛❞✉✐t ❧❡ s♦✉❝✐ ❞❡ ❋ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r s♦♥ r❡✈❡♥✉✳ ▲❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∑m

i=1 aijyi ≥ cj

✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❊ ♥✬❛ ♣❛s ✐♥térêt à ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ♣r♦❞✉✐t j✱ ❡❧❧❡ ❣❛❣♥❡r❛ ♣❧✉s à
✈❡♥❞r❡ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s à ❋✳

❈✬❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ❞✉❛❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✹✳✹✳✸✳✷✳ ▲❡ ♣r✐♠❛❧ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▼✐♥
n
∑

j=1

cjxj ; s✳❝✳
n
∑

j=1

aijxj ≥ bi ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . ,m

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✐♥❞✉str✐❡❧✱ ❝❡❧❛ ♣❡✉t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡
❛✉ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✳ ◗✉❡❧❧❡s q✉❛♥t✐tés xj ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s j ❛❝❤❡t❡r ♣♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ à
❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠❄

▲❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉❛❧ ✿ à q✉❡❧ ♣r✐① ♣r♦♣♦s❡r ❧❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♣r♦✜t t♦✉t ❡♥
r❡st❛♥t ❝♦♠♣ét✐t✐❢ ❄

▼❛①
m
∑

i=1

biyi; s✳❝✳
n
∑

j=1

aijyi ≤ cj ♣♦✉r t♦✉t j = 1, . . . , n

✺✷



✹✳✺✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ✿ ❥❡✉① à s♦♠♠❡ ♥✉❧❧❡

❙♦✐t A = ((aij)) ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ m ❧✐❣♥❡s n ❝♦❧♦♥♥❡s ❞✬✉♥ ❥❡✉ à s♦♠♠❡ ♥✉❧❧❡✳ ❏♦✉❡✉r ❈ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡
❝♦❧♦♥♥❡ j✱ ❡t ❏♦✉❡✉r ▲ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ i✳ ❈❤❛❝✉♥ r❡ç♦✐t aij ✳ ▲❡ ❥♦✉❡✉r C ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r✱
L ❝❤❡r❝❤❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r✳

❈❡ q✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①✱ ❝❡ s♦♥t ❧❡s éq✉✐❧✐❜r❡s ❞❡ ◆❛s❤✱ ✐✳❡✳ ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❛✉❝✉♥
❞❡s ❥♦✉❡✉rs ♥✬❛ ✐♥térêt à ❝❤❛♥❣❡r ❞❡ ❝❤♦✐①✳ ■❝✐✱ ❧♦rsq✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❡st r❡str❡✐♥t ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡
❡t ❞✬✉♥❡ ❝♦❧♦♥♥❡✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞✬✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ str❛té❣✐❡s ♣✉r❡s✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬éq✉✐❧✐❜r❡
❡♥ str❛té❣✐❡ ♣✉r❡✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬❛✈❛✐t r❡♠❛rq✉é ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ s✐ ❧❡s ❥♦✉❡✉rs ❝❤♦✐s✐ss❡♥t
❞❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ éq✉✐❧✐❜r❡ ❡♥ str❛té❣✐❡s ♠✐①t❡s✱ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡s ❥♦✉❡✉rs ét❛♥t
❛❧♦rs ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞❡ ❣❛✐♥✳

◆♦t♦♥s ∆k ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ {(x1, . . . , xk) ∈ Rk
+ :

∑k
i=1 xi = 1}✳ ❈✬❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣r♦❜❛❜✐❧✐tés

s✉r ❧✬✉♥✐✈❡rs {1, . . . , k}✳
❙✐ C ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ x ∈ ∆n ❡t s✐ L ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ y ∈ ∆m✱ ❧✬❡s♣ér❛♥❝❡ ❞✉

❣❛✐♥ ❡st yT Ax✳

❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✳✶ ✭✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✮✳ ✖ ■❧ ❡①✐st❡ x̃ ∈ ∆n✱ ỹ ∈ ∆m ❡t v ∈ R t❡❧s q✉❡

y′T Ax̃ ≤ v ♣♦✉r t♦✉t y′ ∈ ∆m

❡t

ỹT Ax′ ≥ v ♣♦✉r t♦✉t x′ ∈ ∆n.

◆♦t❡r q✉❡ v = ỹT Ax̃✳ ▲❡ t❤é♦rè♠❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❥♦✉❡✉r C ❛ t♦✉❥♦✉rs ✐♥térêt à ❥♦✉❡r ❧❛
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ x̃ ❡t L ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ỹ✳ ❚♦✉t ❛✉tr❡ ❝❤♦✐① s❡r❛✐t ♣é♥❛❧✐s❛♥t✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✳✶✳ ✖ ❖♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r

A >> 0

✭❡♥ ❡✛❡t✱ ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ♠ê♠❡ ❝♦♥st❛♥t❡ s✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥tré❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥✮✳
❈♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

▼❛①
∑n

j=1 xj

s✳❝✳ Ax ≤ 1

x ≥ 0.

▲❡ ❞✉❛❧ ❡st
▼✐♥

∑m
i=1 yi

s✳❝✳ AT y ≥ 1

y ≥ 0.

❙♦✐t x∗ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r✐♠❛❧ ❡t y∗ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❞✉❛❧✳ ■❧s ♦♥t ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞✬❛♣rès ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ❢♦rt ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té w :=

∑n
j=1 x∗

j =
∑m

i=1 y∗i ✱ ✜♥✐❡ ❝❛r A >> 0✳ ▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s x̃ := x∗

w ✱

ỹ := y∗

w ❡t v := 1
w s❛t✐s❢♦♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡♠❛♥❞é❡s✳

❊①❡r❝✐❝❡s

✹✳✺✳✶✳ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❜♦✐ss♦♥s✳ ✖ ❯♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ❢❛❜r✐q✉❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❜♦✐ss♦♥s ✿ ❳❳❳✱
❨❨❨ ❡t ❩❩❩ q✉✐ r❛♣♣♦rt❡♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t 1, 55❂❈✱ 3, 05❂❈ ❡t 4, 80❂❈ ❧❡ ❧✐tr❡✳ ❈❤❛q✉❡ ❜♦✐ss♦♥
❛ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❤❡❜❞♦♠❛❞❛✐r❡ q✉✐ s♦♥t r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ 1020✱ 1450 ❡t
750 ❧✐tr❡s✳ ❯♥ ❧✐tr❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜♦✐ss♦♥ r❡q✉✐❡rt ✉♥ t❡♠♣s ❡♥ ❤❡✉r❡s ❞❡ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✱ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡
♠é❧❛♥❣❡ ❡t ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❡♠❜♦✉t❡✐❧❧❛❣❡✳

✺✸



❳❳❳ ❨❨❨ ❩❩❩
❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥ ✷ ✸ ✻
♠é❧❛♥❣❡ ✹ ✺✱✺ ✼✱✺

❡♠❜♦✉t❡✐❧❧❛❣❡ ✷ ✶ ✸✱✺

P❡♥❞❛♥t ❧❛ s❡♠❛✐♥❡ à ✈❡♥✐r✱ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❛✉r❛ ✶✽✵ ❤❡✉r❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❡♥ ❢❛❜r✐❝❛t✐♦♥✱ ✷✶✵ ❡♥ ♠é✲
❧❛♥❣❡ ❡t ✻✺ ❡♥ ❡♠❜♦✉t❡✐❧❧❛❣❡✳ ❋♦r♠✉❧❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ ♣❧❛♥ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ q✉✐ ♠❛①✐♠✐s❡
❧❡ ♣r♦✜t✳

✹✳✺✳✷✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ r❛✣♥❡r✐❡ ✲ ❞✬❛♣rès ❍ê❝❤❡✱ ▲✐❡❜❧✐♥❣ ❡t ❞❡ ❲❡rr❛ ❬✻❪✳ ✖ ❯♥❡
r❛✣♥❡r✐❡ ❞♦✐t ❢♦✉r♥✐r ❝❤❛q✉❡ ❥♦✉r ❞❡✉① q✉❛❧✐tés ❆ ❡t ❇ ❞✬❡ss❡♥❝❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♥st✐t✉❛♥ts ✶✱ ✷ ❡t
✸✳ ❖♥ ♥♦t❡ Qmax ❧❛ q✉❛♥t✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ q✉♦t✐❞✐❡♥♥❡♠❡♥t ✿

❝♦♥st✐t✉❛♥t Qmax ❝♦ût ✉♥✐t❛✐r❡
✶ ✸✵✵✵ ✸
✷ ✷✵✵✵ ✻
✸ ✹✵✵✵ ✹

❡ss❡♥❝❡ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♣r✐① ❞❡ ✈❡♥t❡ ✉♥✐t❛✐r❡
❆ ≤ 30% ❞❡ ✶ ✺✱✺

≥ 40% ❞❡ ✷
≤ 50% ❞❡ ✸

❇ ≤ 50% ❞❡ ✶ ✹✱✺
≥ 10% ❞❡ ✷

❉♦♥♥❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ r❡❝❡tt❡✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ t♦✉t❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉rr❛
êtr❡ é❝♦✉❧é❡✳

✹✳✺✳✸✳ ❋♦r♠❡s st❛♥❞❛r❞✱ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ✐♥éq✉❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ✖ ▼♦♥tr❡r q✉✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ é❝r✐t
s♦✉s ✉♥❡ ❞❡ ❝❡s tr♦✐s ❢♦r♠❡s ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs s✬é❝r✐r❡ s♦✉s ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❢♦r♠❡s✳

✹✳✺✳✹✳ ❉✉❛❧ ❞✉ ❞✉❛❧✳ ✖ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s r❡❝❡tt❡s ❞❡ ❞✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦✉rs✱ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ❞✉❛❧
❞✉ ❞✉❛❧ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t ❛✉ ♣r✐♠❛❧✳

✹✳✺✳✺✳ ❚❤é♦rè♠❡ ❢♦rt ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳ ✖ ❊♥ s✬❛♣♣✉②❛♥t s✉r ❧❛ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té
❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ r❡t♦✉r♥é❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✱ ♣r♦✉✈❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❢♦rt ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té
✭❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✹✳✶✮✳

✹✳✺✳✻✳ ❊❝❛rts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ✖ ❊♥ ✉t✐❧s❛♥t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❢♦rt ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✱ ♣r♦✉✈❡r ❧❡
t❤é♦rè♠❡ ❞❡s é❝❛rts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✹✳✹✳✸✳

✹✳✺✳✼✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ✖ ❙♦✐t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❞♦♥♥é s♦✉s
❢♦r♠❡ st❛♥❞❛r❞

✭✶✻✮
▼✐♥ cT x

s✳❝✳ Ax = b

x ≥ 0

♦ù x, c ∈ Rn✱ b ∈ Rm ❡t ♦ù A ❡st ✉♥❡ m× n ♠❛tr✐❝❡ ré❡❧❧❡✳

✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉✬♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ b ≥ 0✳

✺✹



❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡

✭✶✼✮

▼✐♥
∑m

i=1 yi

s✳❝✳ Ax + y = b

x ≥ 0

y ≥ 0

✷✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✻✮ ❛ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✼✮ ❛ ✉♥❡
✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ = 0✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ❡st ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛✲
t✐♦♥s ❡t ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

✸✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ♠♦♥tr❡r ❛✈❡❝ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té q✉❡ s✐ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ s②stè♠❡ ❞✬éq✉❛t✐♦♥s ❡t ❞✬✐♥éq✉❛t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s✱ ❛❧♦rs ♦♥
♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

✹✳✺✳✽✳ ▼❡✐❧❧❡✉r❡ ❞r♦✐t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t❡✳ ✖ ❙♦✐t (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xn, yn) ❞❡s ♣♦✐♥ts
❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❞r♦✐t❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ ♥♦r♠❡ s✉♣✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❞r♦✐t❡
❞✉ ♣❧❛♥ ❞✬éq✉❛t✐♦♥ ax + b = y t❡❧❧❡ q✉❡ supi=1,...,n |axi + b− yi| s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▼♦♥✲
tr❡r q✉❡ ❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ▼ê♠❡ q✉❡st✐♦♥ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r
∑n

i=1 |axi + b− yi|✳

✹✳✺✳✾✳ ■♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ é❝♦♥♦♠✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉❛❧✐té✳ ✖ ❯♥ ❞✐étét✐t✐❡♥ ✉t✐❧✐s❡ s✐① ♣r♦❞✉✐ts
❝♦♠♠❡ s♦✉r❝❡ ❞❡ ✈✐t❛♠✐♥❡s ❆ ❡t ❈✳ ■❧ ❛ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡♥ ✈✐t❛♠✐♥❡ ❆ ❡t ❡♥ ✈✐t❛♠✐♥❡ ❈✳
■❧ ✈❡✉t ❧❛ s❛t✐s❢❛✐r❡ ❛✉ ♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût✳

Pr♦❞✉✐ts ✭✉♥✐tés✴kg✮ ❉❡♠❛♥❞❡
✈✐t❛♠✐♥❡ ❆ ✶ ✵ ✷ ✷ ✶ ✷ ✾
✈✐t❛♠✐♥❡ ❈ ✵ ✶ ✸ ✶ ✸ ✷ ✶✾
Pr✐① ♣❛r kg ✸✺ ✸✵ ✻✵ ✺✵ ✷✼ ✷✷

✶✳ ▼♦❞é❧✐s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

✷✳ ❊❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✉❛❧✳ Pr♦♣♦s❡r ✉♥❡ ✐♥t❡r♣ré❛t✐♦♥✳

✹✳✺✳✶✵✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ✖ ❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ t②♣❡

✭✶✽✮
▼✐♥ cT x

s✳❝✳ Ax = b

xj ∈ N ♣♦✉r j = 1, . . . , n

❡st ❛♣♣❡❧é ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳
❯t✐❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❛❝✲à✲❞♦s ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡

✭✶✽✮ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xj ♣❡✉✈❡♥t ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ré❡❧❧❡s✱ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❛✈❡❝ ❧❡s ❡❧❧✐♣s♦ï❞❡s ♦✉ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs✮✳ ❙✐ ❝❡rt❛✐♥❡s ❞❡ ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t
❝♦♥tr❛✐♥t❡s à êtr❡ ❡♥t✐èr❡s✱ ♦♥ ♣❡r❞ ❧❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té✳

✺✺





❈❍❆P■❚❘❊ ✺

❋▲❖❚❙ ❊❚ ▼❯▲❚■❋▲❖❚❙

▲❡s ✢♦ts ❡t ❧❡s ♠✉❧t✐✢♦ts s♦♥t ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt
✭tr❛✐♥✱ t✉②❛✉✱ ❝❛❜❧❡s é❧❡❝tr✐q✉❡s✮✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés s✉r ❧❡s ❛r❝s✱ q✉❡❧❧❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ ❜✐❡♥s ♣❡✉t✲
♦♥ ❢❛✐r❡ tr❛♥s✐t❡r ❛✉ ♠❛①✐♠✉♠❄ ❖✉ ❛❧♦rs✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ ❡st ❛tt❛❝❤é ✉♥ ❝♦ût
✉♥✐t❛✐r❡✱ à q✉❡❧ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❡✉t✲♦♥ ❢❛✐r❡ tr❛♥s✐t❡r ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ❜✐❡♥s ❞♦♥♥é ❄

❖♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ✢♦t ❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❜✐❡♥ q✉✐ ❝✐r❝✉❧❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t✳
❆❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ✢♦ts s♦♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à tr❛✐t❡r q✉❡ ❧❡s ♠✉❧t✐✢♦ts✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥❝❡r♦♥s

❞♦♥❝ ♣❛r ❧❡s ✢♦ts✳

✺✳✶✳ ❋❧♦ts

✺✳✶✳✶✳ ●é♥ér❛❧✐té✳ ✖

✺✳✶✳✶✳✶✳ ❉é✜♥✐t✐♦♥✳ ✖ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✢♦t ♥❡ ♣❡✉t ❡①✐st❡r q✉❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt à ✉♥ rés❡❛✉✳ ❆✈❛♥t ❞❡
❞é❢♥✐r ❝❡ q✉✬❡st ✉♥ ✢♦t✱ ✐❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ ♥♦✉s ✜①❡r ✉♥ rés❡❛✉✳ ❙♦✐t ❞♦♥❝ ✉♥ rés❡❛✉ ♠♦❞é❧✐sé
♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té D = (V,A)✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té u→ R+ ❡t ❞❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs s

✭❧❛ s♦✉r❝❡✮ ❡t t ✭❧❡ ♣✉✐ts✮✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : A→ R+ ❡st ✉♥ s✕t✕✢♦t s✐ f(a) ≤ u(a) ♣♦✉r t♦✉t ❛r❝
a ∈ A ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t v 6= s, t✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

∑

a∈δ−(v)

f(a) =
∑

a∈δ+(v)

f(a)

❡st r❡s♣❡❝té❡✳
❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥

excess
f

(v) :=
∑

a∈δ−(v)

f(a)−
∑

a∈δ+(v)

f(a),

❝❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ❞❡♠❛♥❞❡r q✉❡ excessf (v) = 0 ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t v 6= s, t✳
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞✉ s✕t ✢♦t f ♣❛r value(f) := − excessf (s)✳ ❖♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r

❞✬✉♥ ✢♦t ❝♦♠♠❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠❛t✐èr❡ q✉✐tt❛♥t ❧❛ s♦✉r❝❡ s✳ P✉✐sq✉✬✐❧ ② ❛ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
♠❛t✐èr❡ ❛✉① s♦♠♠❡ts 6= s, t✱ ✐❧ ❡st ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ✭❡t ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ❄ ✿ ❡①❡r❝✐❝❡ ✦✮ ❝❧❛✐r q✉❡
❧✬♦♥ ❛ ❛✉ss✐ value(f) = excessf (t)

✺✳✶✳✶✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ✖ ❙♦✐t X ⊆ V ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts t❡❧❧❡ q✉❡ s ∈ X ❡t t /∈ X✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❝s δ+(X) ❡st ❛♣♣❡❧é❡ s✕t ❝♦✉♣❡✳ ■❧ ❡st ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❝❧❛✐r q✉✬✉♥ ✢♦t ❞❡✈❛♥t ♣❛ss❡r
♣❛r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ s✕t ❝♦✉♣❡ ❛✉r❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ s✕t ❝♦✉♣❡✱ ♦ù ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥❡ s✕t ❝♦✉♣❡ δ+(X) ❡st é❣❛❧❡ à

∑

a∈δ+(X) u(a)✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡
s✉✐✈❛♥t ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été✳



▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳✶✳ ✖ ❙♦✐t X ⊆ V ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts t❡❧❧❡ q✉❡ s ∈ X ❡t t /∈ X✱ ❡t s♦✐t f ✉♥
s✕t ✢♦t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❆❧♦rs

value(f) =
∑

a∈δ+(X)

f(a)−
∑

a∈δ−(X)

f(a).

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱

✭✶✾✮ value(f) ≤
∑

a∈δ+(X)

u(a).

▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st ❧❛✐ssé❡ ❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡✳
❖♥ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ❝♦r♣s à ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ✿ t♦✉t ✢♦t ♣❡✉t s❡

❞é❝♦♠♣♦s❡r ❡♥ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥✐q✉❡ ❞❡ s✕t ❝❤❡♠✐♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t ❝✐r❝✉✐ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✷✳ ✖ ❙♦✐t f ✉♥ s✕t ✢♦t✳ P♦✉r B ⊆ A✱ ♦♥ ♥♦t❡ χB ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ à a ∈
A r❡♥✈♦✐❡ 1 s✐ a ∈ B ❡t 0 s✐♥♦♥✳ ❙♦✐❡♥t ❡♥✜♥ P ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✕t ❝❤❡♠✐♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❡t
C ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✕t ❝✐r❝✉✐ts é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s (λP )P∈P ❡t
(µC)C∈C t❡❧s q✉❡

f =
∑

P∈P

λP χP +
∑

C∈C

µCχC .

✺✳✶✳✶✳✸✳ ●r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧ ❡t ❝❤❡♠✐♥s f✕❛✉❣♠❡♥t❛♥ts✳ ✖ ❈❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✈✐s❡ à ❞é✜♥✐r ❞❡✉①
♦❜❥❡ts ✉♥ ♣❡✉ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧ ❡t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s f✕❛✉❣♠❡♥t❛♥ts✱ ❞♦♥t ❧✬✐♥térêt ❡st
❛✈❛♥t t♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ❧✐r❡ ❝❡tt❡ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ s✉rt♦✉t s✐ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳

■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧ ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❡s ❛r❝s ♦ù ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛✉❣♠❡♥t❡r ❧❛
q✉❛♥t✐té ❞❡ ✢♦t s❛♥s ✈✐♦❧❡r ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés ✭✈♦✐r ❡①❡♠♣❧❡ ❋✐❣✉r❡
✶✮✳

P♦✉r ✉♥ ❛r❝ a = (u, v)✱ ♦♥ ♥♦t❡ a−1 := (v, u)✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t A−1 := {a−1 : a ∈ A}✳ ❙♦✐t f ✉♥ s✕t
✢♦t✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t

Af := {a : a ∈ A ❡t f(a) < u(a)} ∪ {a−1 : a ∈ A ❡t f(a) > 0}.

s t
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3

2

1

3

3

5
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Graphe résiduel:

5

0

5

5 3

6

Les nombres non-entourés sont les capacités; les nombres entourés forment le flot.

❋✐❣✳ ✶✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧✳

✺✽



▲❡ ❣r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧ ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ Df := (V,Af )✳ P♦✉r a ∈ Af ✱ ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té rés✐❞✉❡❧❧❡
uf (a) := u(a)− f(a) s✐ a ∈ A ❡t uf (a) := f(a) s✐ a−1 ∈ A✳ ❚♦✉t s✕t✕❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s Df ❡st ❛♣♣❡❧é
❝❤❡♠✐♥ f ✲❛✉❣♠❡♥t❛♥t✳

✺✳✶✳✷✳ ❋❧♦t ♠❛①✐♠✉♠ ❡t ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠✉♠✳ ✖

✺✳✶✳✷✳✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ✖ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ q✉✐ s✉✐t ❧❛ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ ✢♦t ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠ ❞✬✉♥ ✢♦t ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ rés❡❛✉ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés✳ ■♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ét❛♥t ❞♦♥♥é
✉♥ rés❡❛✉ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés s✉r ❞❡s ❛r❝s✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❡❧❧❡ q✉❛♥t✐té ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡
♠❛t✐èr❡ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ s à ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ t✳ ❈❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ♣❛r

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠

❉♦♥♥é❡ ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ D = (V,A) ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs s ❡t t✱ ❡t ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés u : A→ R+✳

❚â❝❤❡ ✿ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ s✕t✕✢♦t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠✉♠✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❝❛r ✐❧ ♣❡✉t s❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡

▼❛①
∑

a∈δ+(s)

xa −
∑

a∈δ−(s)

xa

s✳❝✳
∑

a∈δ−(v)

xa −
∑

a∈δ+(v)

xa = 0 ♣♦✉r v ∈ V \ {s, t}

xa ≤ u(a) ♣♦✉r a ∈ A

xa ≥ 0 ♣♦✉r a ∈ A,

❡t ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ rés♦✉t é❣❛✲
❧❡♠❡♥t très ❜✐❡♥ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭❜✐❡♥ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ s❡ ❢❛ss❡ ♣❛s ❛❧♦rs ❢♦r❝é♠❡♥t ❡♥ t❡♠♣s
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮✳ ▼❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ❜✐❡♥ ❝♦♥✈❡♥✐r q✉❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝✲
t✐❢ ❡st très ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ✭❡♥tr❡ ❛✉tr❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ q✉❡ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ±1✮✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ tr❛❞✉✐t ✉♥❡
str✉❝t✉r❡ ❡♥ rés❡❛✉✳ ❖♥ ♣❡✉t ✭❡t ❞♦✐t✮ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s
❡t✴♦✉ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s q✉✐ rés♦❧✈❡♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ rés❡❛✉✳ ▲❛ ré♣♦♥s❡
❡st ❵♦✉✐✬✱ ❡t ✐❧ ❡①✐st❡ ♠ê♠❡ ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ q✉❛♥t✐té ❞❡ t❡❧s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ ✭❡t ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ❛✈♦✐r été ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮✱ ❝❡❧✉✐ ❞✬❊❞♠♦♥❞s ❡t ❑❛r♣ ❬✽❪✳

✺✳✶✳✷✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❊❞♠♦♥❞s ❡t ❑❛r♣✳ ✖ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ♣♦s❡r f(a) := 0 ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✳
❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ré♣èt❡

❚r♦✉✈❡r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ f✕❛✉❣♠❡♥t❛♥t P ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧ Df ✳ ❙✬✐❧ ♥✬②
❡♥ ❛ ♣❛s✱ ❛❧♦rs f ❡st ♦♣t✐♠❛❧✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ µ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡
q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞✬✏❛✉❣♠❡♥t❡r✑ f ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ P ❡t ♦♥ ✏❛✉❣♠❡♥t❡✑ f ❞❡ ❧❛
q✉❛♥t✐té µ✳

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ µ s❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ♣❛r µ := mina∈P uf (a)✳ ❆✉❣♠❡♥t❡r f ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ P s❡ ❢❛✐t ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ a ∈ P ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s ❞❛♥s A ✭✐✳❡✳ a ∈ A✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦s❡
f(a) := f(a) + µ ❀ s✐♥♦♥ ✭✐✳❡✳ a−1 ∈ A✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦s❡ f(a) := f(a)− µ✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss✉s ♥✬❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉❡ s✐ ♦♥ ❝❤♦✐s✐t t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ f ✲❛✉❣♠❡♥t❛♥t
❛②❛♥t ❧❡ ♠♦✐♥s ❞✬❛r❝s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡
❝♦ût 1 s✉r ❧❡s ❛r❝s(1)✳

(1)❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦ût = 1✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉✐❥❦str❛✳ ❯♥❡ s✐♠♣❧❡

r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡♥ ❧❛r❣❡✉r ❞✬❛❜♦r❞ ❞♦♥♥❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

✺✾



❉✬♦ù

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✸✳ ✖ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥ O(nm2)✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ●♦❧❞❜❡r❣ ❡t ❚❛r❥❛♥ ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ét❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠ ❡♥
O(nm log n2/m)✳

✺✳✶✳✷✳✸✳ ❚❤é♦rè♠❡ ♠❛① ✢♦t✕♠✐♥ ❝♦✉♣❡✳ ✖ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❝✐✲
❞❡ss✉s ❡st ❧❛ ❝é❧è❜r❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ♠❛① ✢♦t✕♠✐♥ ❝♦✉♣❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ t❡r♠✐♥❡✱
♦♥ ❛ ♦❜t❡♥✉ ✉♥ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠✳ ▲❡ ❝r✐tèr❡ q✉✐ ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ s✬❛rrêt❡r ❡st ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ f ✲
❛✉❣♠❡♥t❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧✱ ✐✳❡✳ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ t ❞❡♣✉✐s s ❞❛♥s Df ✳ P♦s❛♥t X

❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡♣✉✐s s ❞❛♥s Df ✱ ❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛r❝s
a q✉✐tt❛♥t X ✭❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t a ∈ δ+(X)✮✱ ♦♥ ❛ f(a) = u(a) ❡t ♣♦✉r ❝❡✉① ❡♥tr❛♥t ❞❛♥s X ✭❢♦r♠❡❧✲
❧❡♠❡♥t a ∈ δ−(X)✮✱ ♦♥ ❛ f(a) = 0✳ ❉♦♥❝

∑

a∈δ+(X) f(a)−∑a∈δ−(X) f(a) =
∑

a∈δ+(X) u(a)✳ ❈❡
q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳✶

value(f) =
∑

a∈δ+(X)

u(a).

❆✈❡❝ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✶✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✹✳ ✖ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ s✕t ✢♦t ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡
s✕t ❝♦✉♣❡✳

❊t ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s✕t ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡♥ O(nm2)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❛♣rès ❛✈♦✐r
❛♣♣❧✐q✉é ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❊❞♠♦♥❞s ❡t ❑❛r♣✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X ❞❡s s♦♠♠❡ts q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡
❞❛♥s Df ❞❡♣✉✐s s ❡st t❡❧ q✉❡ δ+(X) ❡st ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✺✳ ✖ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés s♦♥t ❡♥t✐èr❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s✕t✕✢♦t ♠❛①✐♠✉♠
❡♥t✐❡r✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❊❞♠♦♥❞s ❡t ❑❛r♣ ❧❡ tr♦✉✈❡✳

❉✐r❡ q✉❡ ❧❡ ✢♦t f ❡st ❡♥t✐❡r s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ f(a) ❡st ❡♥t✐❡r ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♦♥ ❛ ❛✉ss✐
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✺✳✶✳✷ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦❡✣❝✐❡♥ts λP ❡t µC ❡♥t✐❡rs
♣♦s✐t✐❢s✳

✺✳✶✳✷✳✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ❈♦♥trô❧❡ r♦✉t✐❡r✳ ✖ P♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ✢♦tt❡s ❞❡ ❝❛♠✐♦♥
✭♣♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡s é♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ❈❖✷ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✱ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s ❝♦♥trô❧❡s ❞❡ ♣♦✐❞s
❧♦✉r❞s ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥❡ ré❣✐♦♥ P ❡t ❛❧❧❛♥t ✈❡rs ✉♥❡ ❛✉tr❡ ré❣✐♦♥ Q ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❛✉✲
t♦r♦✉t✐❡r R✳ ▲❡s ❝♦♥trô❧❡s s♦♥t ❡✛❡❝t✉és s✉r ❞❡s tr♦♥ç♦♥s ❞✬❛✉t♦r♦✉t❡✳ ❋❛✐r❡ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ s✉r ❧❡
tr♦♥ç♦♥ t ❝♦ût❡ ct✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ tr♦♥ç♦♥s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s
❝♦♥trô❧❡s ✈♦♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉és t❡❧ q✉❡ t♦✉t ❝❛♠✐♦♥ ❛❧❧❛♥t ❞❡ P à Q ♣❛ss❡ ♣❛r ✉♥ ❝♦♥trô❧❡✱ ❡t ❝❡✱ à
❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✳

❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té D = (V,A)✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ s♦♠♠❡t p

ré❧✐é à t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞✬❡♥tré❡ ❞✉ rés❡❛✉ ❡♥ P ✱ ❡t ✉♥ s♦♠♠❡t q ❛✉q✉❡❧ t♦✉t ♣♦✐♥t ❞❡ s♦rt✐❡ ❞✉
rés❡❛✉ ❡♥ Q ❡st r❡❧✐é✳ ▲❡s ❛✉tr❡s ❛r❝s a ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❡s tr♦♥ç♦♥s t✳ ❙✉r ✉♥ ❛r❝ a ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ✉♥ tr♦♥ç♦♥ t✱ ♦♥ ♠❡t ✉♥ ❝❛♣❛❝✐té u(a) é❣❛❧❡ à ct✳ ❙✉r ❧❡s ❛r❝s q✉✐tt❛♥t p✱ ♦✉ ❛tt❡✐❣♥❛♥t q✱ ♦♥
♠❡t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥✜♥✐❡✱ ♠♦❞é❧✐s❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ✭♦✉ ♥❡ ♣❡✉t✮ ♣❛s ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡s
❝♦♥trô❧❡s s✉r ❝❡s ❛r❝s✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡
♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❊❞♠♦♥❞s ❡t ❑❛r♣✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X ❞❡s
s♦♠♠❡ts q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❛♥s Df ❞❡♣✉✐s p ❡st t❡❧ q✉❡ δ+(X) ❡st ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té
♠✐♥✐♠❛❧❡✳

✻✵



✺✳✶✳✷✳✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s✳ ✖ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞✐✛ér❡♥t❡s
tâ❝❤❡s à ❛❝❝♦♠♣❧✐r ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ ❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡
❞❡ ♠❛✐♥ ❞✬÷✉✈r❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s✳ ▲❡s tâ❝❤❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❡s
❡♠♣❧♦②és ♣❡✉✈❡♥t ② tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r
ré❛❧✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳

Pr♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s

❉♦♥♥é❡s ✿ n tâ❝❤❡s ❡t ❧❡✉rs ❞✉ré❡s t1, . . . , tn ∈ R+ ❀ m ❡♠♣❧♦②és ❡t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s Si ⊆
{1, . . . ,m} q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❡♠♣❧♦②és ❝♦♠♣ét❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ i✳

❚â❝❤❡ ✿ ❚r♦✉✈❡r ❞❡s ré❡❧s xij ∈ R+ ♣♦✉r t♦✉s i ∈ {1, . . . , n} ❡t j ∈ {1, . . . ,m} ✭s✐❣♥✐✜❛♥t ❧❡
t❡♠♣s ❝♦♥s❛❝ré ♣❛r ❧✬❡♠♣❧♦②é j à ❧❛ tâ❝❤❡ i✮ t❡❧s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s s♦✐❡♥t ✜♥✐❡s✱ ✐✳❡✳ t❡❧s q✉❡
∑

j∈Si
xij = ti ♣♦✉r i = 1, . . . , n✳ ▼✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s✱

✐✳❡✳ ❧❛ q✉❛♥t✐té T (x) := maxj∈{1,...,m}

∑

i: j∈Si
xij ✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥
❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ ❛✈❡❝ ❞✬✉♥ ❝ôté ❞❡s s♦♠♠❡ts vi r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts
wj r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡s ❡♠♣❧♦②és✳ ❖♥ ♠❡t ✉♥ ❛r❝ (vi, wj) s✐ ❧✬❡♠♣❧♦②é j ❡st ❝♦♠♣ét❡♥t ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r
❧❛ tâ❝❤❡ i✱ ❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ s✐ j ∈ Si✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡✉① ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts s ❡t t✱ ❡t ♦♥ ❝♦♥str✉✐t
t♦✉s ❧❡s ❛r❝s (s, vi) ❡t t♦✉s ❧❡s ❛r❝s (wj , t)✳ ❖♥ ❞é♥♦♠♠❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡ D✳ ❋✐①♦♥s ✉♥ t❡♠♣s T ❡t ♦♥
✈❛ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ T ✳

❖♥ ♠✉♥✐t D ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés u(s, vi) := ti✱ ❡t u(a) := T ✳
Pr❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ré❡❧s xij s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t ré❛❧✐s❛♥t

❧❡s tâ❝❤❡s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s t♦t❛❧ ≤ T ✳ ❆ss♦❝✐♦♥s à ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ (vi, wj) ❧❛ q✉❛♥t✐té xij ✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❛r❝
(s, vi) ♦♥ ❛ss♦❝✐❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té

∑

j∈Si
xij ❡t à ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ (wj , t) ❧❛ q✉❛♥t✐té

∑

i: j∈Si
xij ✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t

❛✐♥s✐ ✉♥ ✢♦t ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
∑n

i=1 ti✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ ✢♦t ré❛❧✐s❛❜❧❡ f ❞❡ ✈❛❧❡✉r

∑n
i=1 ti✳ ❆❧♦rs✱ ❧❡s

ré❡❧s xij := f(vi, wj) ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s✱
❛✈❡❝ ✉♥ t❡♠♣s ❞❡ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ t♦t❛❧ ≤ T ✳

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ✭tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡✮✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠ s✉r D✳ ❖♥ s❛✐t q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ✈❛❧❡✉r
∑n

i=1 ti s✐ ♦♥ ♣♦s❡ T :=
∑n

i=1 ti✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs T :=

∑n
i=1 ti
2

❡t T ′ :=
∑n

i=1 ti✳ ❖♥ ré♣èt❡

❙✐ ♦♥ tr♦✉✈❡ ✉♥ ✢♦t ❞❡ ✈❛❧❡✉r
∑n

i=1 ti✱ ♦♥ s❛✐t q✉✬♦♥ ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ❧❡s
tâ❝❤❡s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s≤ T ✳ ❖♥ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛❧♦rs ❛✈❡❝ T := T/2 ❡t T ′ := T ✳

❙✐♥♦♥✱ ❝✬❡st q✉❡ T ét❛✐t tr♦♣ ♣❡t✐t✱ ❡t ♦♥ ♣♦s❡ T :=
T + T ′

2
❡t ♦♥ ❧❛✐ss❡

T ′ := T ′✳

▲❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ x∗ ❡st t❡❧❧❡ T ≤ T (x∗) ≤ T ′✳ ❖♥ ♣❡✉t s✬❛rrêt❡r ❞ès q✉❡ T ′ − T ❡st ♣❧✉s
♣❡t✐t q✉✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té ✜①é❡ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡✳

❖♥ ❛ rés♦❧✉ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜✐♥❛✐r❡✱ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ét❛♥t ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é❝✐s✐♦♥✳

❈❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ❡st très ❡✣❝❛❝❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣❧✉s q✉❡ ❧✬❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❛♥t à
✈♦✐r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❊①❡r❝✐❝❡✮✳

◗✉❡st✐♦♥ ✿ s✐ ❧❡s ti s♦♥t ❡♥t✐❡rs✱ ❛✲t✲♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥t✐èr❡ ❄ ✭❥❡ ♥❡
s❛✐s ♣❛s✮ ▲✬✐♥térêt ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❜✐♥❛✐r❡ t❡r♠✐♥❡ ❛❧♦rs ❡♥ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✜♥✐ ❞✬ét❛♣❡s✳

✻✶



✺✳✶✳✸✳ ❋❧♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✳ ✖

✺✳✶✳✸✳✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ✖ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛❥♦✉t✐♦♥s ✉♥ ❝♦ût s✉r ❝❤❛q✉❡ ❛r❝✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♠♦❞✐tés ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ ♦♥ ✈❛ ❛✉t♦r✐s❡r ♣❧✉s✐❡✉rs s♦✉r❝❡s ❡t ♣❧✉s✐❡✉rs ♣✉✐ts✳

❙♦✐t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té D = (V,A)✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té l ≤ u : A→ R+ ❡t ❞❡s ♥♦♠❜r❡s b : V → R

t❡❧s q✉❡
∑

v∈V b(v) = 0✳ ❯♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ f : A → R+ ❡st ✉♥ b✲✢♦t s✐ ♣♦✉r t♦✉t ❛r❝ a ∈ A✱ ♦♥ ❛
l(a) ≤ f(a) ≤ u(a) ❡t s✐ ♣♦✉r t♦✉t s♦♠♠❡t v ∈ V ✱ ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥

∑

a∈δ+(v)

f(a)−
∑

a∈δ−(v)

f(a) = b(v)

❡st r❡s♣❡❝té❡✳
▲❡s s♦♠♠❡ts v t❡❧s q✉❡ b(v) > 0 s♦♥t ❛♣♣❡❧és s♦✉r❝❡s ❡t ❧❡s s♦♠♠❡ts v t❡❧s q✉❡ b(v) < 0 s♦♥t

❛♣♣❡❧és ♣✉✐ts✳ P♦✉r ✉♥❡ s♦✉r❝❡✱ b(v) ❡st ❧✬♦✛r❡ ❀ ♣♦✉r ✉♥ ♣✉✐ts✱ b(v) ❡st ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù t♦✉s ❧❡s b(v) s♦♥t ♥✉❧s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥✳
❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût c : A→ R✳
❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r✱ ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s b✲✢♦ts✱ ❧❡q✉❡❧ ❡st ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦ût✱ ♦ù ❧❡ ❝♦ût

❞✬✉♥ b✲✢♦t f ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r
∑

a∈A

c(a)f(a).

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡s ✢♦ts ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ s♦♥t ✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ♣❡✉t
s✐❣♥✐✜❡r ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛✈❛✉①✳ ❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠✱
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ b✲✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ s❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ♣❡✉t ❞♦♥❝
êtr❡ rés♦❧✉ ❛✈❡❝ ♠❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs ✭❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞♦♥❝✮ ♦✉ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

▼✐♥
∑

a∈A

c(a)xa

s✳❝✳ b(v) +
∑

a∈δ−(v)

xa =
∑

a∈δ+(v)

xa ♣♦✉r v ∈ V

xa ≤ u(a) ♣♦✉r a ∈ A

xa ≥ l(a) ♣♦✉r a ∈ A,

❊♥ ✶✾✽✺✱ ●♦❧❞❜❡r❣ ❡t ❚❛r❥❛♥ ❬✶✸❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉✬✐❧ ❡①✐st❛✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr❛✈❛✐❧❧❡ ❡♥❝♦r❡ s✉r ❧❡
❣r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧✱ ❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t c(a−1) := −c(a) ♣♦✉r a ∈ D ❡t

Af := {a : a ∈ A ❡t f(a) < u(a)} ∪ {a−1 : a ∈ A ❡t f(a) > l(a)}.
▲❡ ❣r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧ Df ❡st ❞♦♥❝ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♠✉♥✐ ❞❡ ❝♦ûts✳

✺✳✶✳✸✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ●♦❧❞❜❡r❣ ❡t ❚❛r❥❛♥✳ ✖ ❖♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✜①❡r ✉♥ b✲✢♦t ✭✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s ✿
❝♦♠♠❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥ b✕✢♦t ré❛❧✐s❛❜❧❡✮✳ ▲❡ ❝♦ût ♠♦②❡♥ ❞✬✉♥ ❝✐r❝✉✐t C ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r

∑

a∈C c(a)

|C| ,

s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡s ❛r❝s ❞✉ ❝✐r❝✉✐t C ❞✐✈✐sé❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s ❞✉ ❝✐r❝✉✐t C✳
❖♥ r❡♣èt❡

❘❡♣ér❡r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t C ❞❡ ❝♦ût ♠♦②❡♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s Df ✳ ❙✬✐❧ ♥✬② ❡♥ ❛
♣❛s✱ ❛❧♦rs f ❡st ♦♣t✐♠❛❧✳ ❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ µ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉✐
♣❡r♠❡tt❡ ❞✬✏❛✉❣♠❡♥t❡r✑ f ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ C ❡t ♦♥ ✏❛✉❣♠❡♥t❡✑ f ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té
µ✳

✻✷



▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ µ s❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ♣❛r µ := mina∈C uf (a)✳ ❆✉❣♠❡♥t❡r f ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ C s❡ ❢❛✐t ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✐ a ∈ C ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ s❡♥s ❞❛♥s A ✭✐✳❡✳ a ∈ A✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦s❡
f(a) := f(a) + µ ❀ s✐♥♦♥ ✭✐✳❡✳ a−1 ∈ A✮✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣♦s❡ f(a) := f(a)− µ✳

▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❞❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝✐r❝✉✐t ❞❡ ❝♦ût ♠♦②❡♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡
❣r❛♣❤❡ rés✐❞✉❡❧ Df ✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♣♦✉r ❝❡❧❛✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑❛r♣ ❬✷✵❪ q✉✐
tr♦✉✈❡ ✉♥ t❡❧ ❝✐r❝✉✐t ❡♥ O(nm)✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✻✳ ✖ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ b✲✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥ O(n2m3 log n)✳

❈♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠✱ s✐ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés s♦♥t ❡♥t✐èr❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥t✐èr❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ tr♦✉✈❡ s❛♥s ♣❧✉s ❞❡ ❞✐✣❝✉❧té✳

❚❤é♦rè♠❡ ✺✳✶✳✼✳ ✖ ❙✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés s♦♥t ❡♥t✐èr❡s ❡t t♦✉s ❧❡s b(v) s♦♥t ❡♥t✐❡rs✱ ❛❧♦rs ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ b✲✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ❡♥t✐❡r✱ ❡t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ●♦❧❞❜❡r❣ ❡t ❚❛r❥❛♥ ❧❡ tr♦✉✈❡✳

❙✐ ❧✬♦♥ ❛❝❝❡♣t❡ ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ❞❡ ❧✬✐♥♣✉t ✭♦♥
♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞✬❛✉tr❡s ❜♦♥♥❡s ❝♦♠♣❧❡①✐tés✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞✬❊❞♠♦♥❞s ❡t ❑❛r♣ ❬✽❪ t♦✉r♥❡ ❡♥ O(m(m + n log n)L)✱ ♦ù L ❡st
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❜✐ts ♣♦✉r ❝♦❞❡r ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✺✳✶✳✸✳✸✳ ❈♦♠♠❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥ b✲✢♦t ré❛❧✐s❛❜❧❡✳ ✖ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù l(a) = 0

♣♦✉r t♦✉t a ∈ A ❡st ❢❛❝✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥❡ s♦✉r❝❡ ✜❝t✐✈❡ s✱ ✉♥ ♣✉✐ts ✜❝t✐❢ t✱ ❧❡s ❛r❝s
(s, v) ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐té b(v) ♣♦✉r ❧❡s v t❡❧s q✉❡ b(v) > 0 ❡t ❧❡s ❛r❝s (v, t) ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐té −b(v) ♣♦✉r
❧❡s v t❡❧s q✉❡ b(v) < 0✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ b✲✢♦t s❡ r❡s♦✉t ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❊❞♠♦♥❞s ❡t ❑❛r♣ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥t ♥♦✉s r❛♠❡♥❡r ❛✉ ❝❛s l(a) = 0 ♣♦✉r t♦✉t ❛r❝ a✳ ❖♥ ❢❛✐t
❧❛ ♠ê♠❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡t ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❛r❝ (t, s) ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥✜♥✐❡✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡
❞♦♥❝ ✉♥❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ f(a) ❞❛♥s ❝❡ ❣r❛♣❤❡✳ ▼♦♥tr♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡♥t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧❡s ❛r❝s s♦♥t ♠✉♥✐s ❞❡ ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s l(a) ❡t ❞❡ ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s u(a)✳

❯♥❡ t❡❧❧❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉✐✈❛♥t❡s
∑

a∈δ+(v)

f(a) =
∑

a∈δ−(v)

f(a) ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V,

l(a) ≤ f(a) ≤ u(a) ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A.

P♦s♦♥s f ′(a) = f(a) − l(a)✳ ❖♥ ✈♦✐t q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ f(a)

r❡✈✐❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✢♦t f ′ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
∑

a∈δ+(v)

l(a) +
∑

a∈δ+(v)

f ′(a) =
∑

a∈δ−(v)

l(a) +
∑

a∈δ−(v)

f ′(a) ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V,

0 ≤ f ′(a) ≤ u(a)− l(a) ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A.

❈❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ b′✲✢♦t ❛✈❡❝ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ = 0✱ ♦ù

b′(v) :=
∑

a∈δ−(v)

l(a)−
∑

a∈δ+(v)

l(a),

❧❡q✉❡❧ ❡st rés♦❧✉ ♣❛r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❛✉ ❞é❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✳

✻✸



✺✳✶✳✸✳✹✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ❈♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt à ♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût✱ ❞✬❛♣rès ❬✻❪✳ ✖ ❙✉♣✲
♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛❧✐❜r❡r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣♦✉✈♦✐r ❛ss✉r❡r ❞❡s ❧✐✈r❛✐s♦♥s
❞❡♣✉✐s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❥✉sq✉✬à ❞❡s ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr♦♥ç♦♥ ❞✐r❡❝t (u, v)✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ❝♦ût
c(u, v) ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❈♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❞♦♥t
❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t s♦✐t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠❄ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ❧✬♦✛r❡ ❡t
♣♦✉r ❧❡s ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬✉♥ b✲✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡
❧❡ b✲✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✱ ♦ù ❧❡s ❝♦ûts s♦♥t ❞♦♥♥és ♣❛r ❧❡s c(u, v) ❡t b(v) ❡st é❣❛❧ à ❧✬♦✛r❡ s✐ v

❡st ✉♥❡ s♦✉r❝❡✱ ❡t ❡st é❣❛❧ à − ❞❡♠❛♥❞❡ s✐ v ❡st ✉♥❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❞✬❛♣rès ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡
✺✳✶✳✼✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦♠♠♦❞❡ s✐ ❝❤❛q✉❡ tr♦♥ç♦♥
♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r q✉❡ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ✉♥✐t❛✐r❡s✳

✺✳✶✳✸✳✺✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥ s❛❧❛r✐❛❧❡✳ ✖ ❙♦✐t
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡ ❛✈❡❝ s❛❧❛✐r❡s

❉♦♥♥é❡s ✿ n tâ❝❤❡s ❡t ❧❡✉rs ❞✉ré❡s t1, . . . , tn ∈ R+ ❀ m ❡♠♣❧♦②és ❡t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s Si ⊆
{1, . . . ,m} q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❡♠♣❧♦②és ❝♦♠♣ét❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ i ❀ ✉♥ s❛❧❛✐r❡ ❤♦r❛✐r❡ cij

♣♦✉r ❧✬❡♠♣❧♦②é j ❧♦rsq✉✬✐❧ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ i ❀ ✉♥❡ ❞✉ré❡ ❧✐♠✐t❡ T ♣♦✉r ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s tâ❝❤❡s✳

❚â❝❤❡ ✿ ❚r♦✉✈❡r ❞❡s ré❡❧s xij ∈ R+ ♣♦✉r t♦✉s i ∈ {1, . . . , n} ❡t j ∈ {1, . . . ,m} t❡❧s q✉❡ t♦✉t❡s
❧❡s tâ❝❤❡s s♦✐❡♥t ✜♥✐❡s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ✐♥❢ér✐❡✉r à T ✱ ✐✳❡✳ t❡❧s q✉❡

∑

j∈Si
xij = ti ♣♦✉r i = 1, . . . , n ❡t

t❡❧s maxj∈{1,...,m}

∑

i: j∈Si
xij ≤ T ✳ ▼✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦ût q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r t❡r♠✐♥❡r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s✱

✐✳❡✳ ❧❛ q✉❛♥t✐té C(x) :=
∑

j∈{1,...,m},i∈{1,...,n} cijxij ✳

❖♥ ♣❡✉t ré♣ét❡r ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ D ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❛✈❡❝
❧❡s ♠ê♠❡s ❝❛♣❛❝✐tés✳ ▲❡s ❝♦ûts s♦♥t c(vi, wj) := cij ✱ c(s, vi) := 0 ❡t c(wj , t) := 0✳ ❯♥❡ s✐♠♣❧❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ❞♦♥♥❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳

✺✳✷✳ ▼✉❧t✐✢♦ts

◆♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❥✉sq✉✬à ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡♥✈✐s❛❣é q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❜✐❡♥ tr❛✈❡rs❛♥t ❧❡ rés❡❛✉✳ ❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠✲
❜r❡✉s❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ tr❛♥s♣♦rt✮✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜✐❡♥s ❞✐st✐♥❝ts q✉✐ ✉t✐❧✐s❡♥t
❧❡ ♠ê♠❡ rés❡❛✉✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦ts✳

❯♥ ♠✉❧t✐✢♦t s❡ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ♦r✐❡♥tés (D,H)✱ ♦ù D = (V,A) ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❞✬♦✛r❡ ❡t H = (T, R) ❛✈❡❝ T ⊆ V ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ D ❡st ♠✉♥✐ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐tés
u : A → R+✳ ❯♥ ♠✉❧t✐✢♦t f ❡st ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ (fr)r∈R✱ ♦ù ❝❤❛q✉❡ fr ❡st s✲t✲✢♦t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
♣❛✐r❡ r = (s, t) ❞❛♥s R✱ t❡❧❧❡ q✉❡

∑

r∈R

fr(a) ≤ u(a) ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✳

❉✐✛ér❡♥ts ♦❜❥❡❝t✐❢s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❤❡r❝❤és✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❤❡r❝❤❡r à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ q✉❛♥t✐té t♦t❛❧❡
❞❡ ❜✐❡♥s tr❛♥s✐t❛♥t ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉✱ ✐✳❡✳ ❧❛ q✉❛♥t✐té

∑

r∈R value fr✳ ❖♥ ♣❡✉t ✜①❡r ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡
d : R → R+ ❡t s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❡ rés❡❛✉ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❧❛ s❛t✐s❢❛✐r❡✱ ✐✳❡✳ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♠✉❧t✐✢♦t f t❡❧
q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t r ♦♥ ❛✐t value fr = d(r)✳ P❛r❢♦✐s✱ ♦♥ ♠❡t ❡♥ ♣❧✉s ❞❡s ❝♦ûts c : A→ R s✉r ❧❡s ❛r❝s
❡t ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉ ♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût✱ ✐✳❡✳ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ♠✉❧t✐✢♦t f t❡❧ q✉❡
value fr = d(r) ♣♦✉r t♦✉t r ∈ R ❛✈❡❝

∑

a∈A

(

c(a)
∑

r∈R fr(a)
)

♠✐♥✐♠✉♠✳

✻✹



1
2

2 1

❋✐❣✳ ✷✳ ❈♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞✬✐♥té❣r✐té ❞❡s ♠✉❧t✐✲✢♦ts

❚♦✉t❡s ❝❡s q✉❡st✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ rés♦❧✉s ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡s s❡ ❢♦r♠✉❧❡♥t
❝♦♠♠❡ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

▲✬✐♥térêt ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❡ ❢❛✐t
q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❧❡ rés♦✉❞r❡✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é♣❛ss❡♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t
❧❛ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉rs✳ ■❧ ❢❛✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t s❛✈♦✐r q✉❡ s✐ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♥✬❛ q✉❡ ❞❡s 0,±1

❝♦♠♠❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s s❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s q✉❡ ❧❡
s✐♠♣❧❡①❡ ♦✉ ❧❡s ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❚❛r❞♦s ❛ ♣r♦♣♦sé t❡❧ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❬✷✹❪ q✉✐ ❡st
❢♦rt❡♠❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ✐✳❡✳ ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐tér❛t✐♦♥s ♥❡ ❞é♣❡♥❞ ♣❛s ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r✐s❡s ♣❛r c

♦✉ d✳ ❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✱ ❡t ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✱ q✉✐ rés♦❧✈❡♥t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬✶✶❪✮✳

❯♥ ❛✉tr❡ ✐♥térêt rés✐❞❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳ ▲❛
❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞é♣❛ss❡ ❛✉ss✐ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉rs✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ♠✉❧t✐✢♦ts✱ ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❡♥t✐èr❡s ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡♥t ♣❧✉s ❢♦r❝é♠❡♥t
❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✢♦t ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❡♥t✐❡r✳ ▲✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❡♥ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡
✭❡①❡r❝✐❝❡✮ ✿ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s êtr❡ é❣❛❧❡s à 1 s✉r t♦✉s ❧❡s ❛r❝s✱ ❡t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❝❤❛q✉❡
✢♦t ❡st é❣❛❧❡ à 1✳

❈❡ ❞♦♥t ✐❧ ❢❛✉t s❡ s♦✉✈❡♥✐r✱ ❝✬❡st q✉❡ s✐ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ♠✉❧t✐✢♦t✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❜♦♥ ❞❡ ❧❡ s♦✉❧✐❣♥❡r✱ ❡t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s q✉✐ ❡①♣❧♦✐t❡♥t ❝❡tt❡
♣r♦♣r✐été✳

✻✺



✺✳✸✳ ❊①❡r❝✐❝❡s

✺✳✸✳✶✳ ❱❛❧❡✉r ❞✬✉♥ s✕t ✢♦t✳ ✖ Pr♦✉✈❡r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✺✳✶✳✶✳

✺✳✸✳✷✳ ❈♦♠❜❛t s✉r ✉♥ rés❡❛✉✳ ✖ ❯♥ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡♠❡♥t ❡st s✐t✉é ❡♥ ✉♥ s♦♠♠❡t p

❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✳ ❖♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s s✉❜♦r❞♦♥♥és ♠♦❞é❧✐sé❡ ♣❛r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
S ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ rés❡❛✉✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❞étr✉✐r❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❧✐❡♥s ❛✜♥ ❞✬❡♠♣ê❝❤❡r
t♦✉t❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ ❧❡ ❝❡♥tr❡ ❞❡ ❝♦♠♠❛♥❞❡♠❡♥t ❡t ❧❡s s✉❜♦r❞♦♥♥és✳ ❈♦♠♠❡♥t rés♦✉❞r❡
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❄

✺✳✸✳✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts ✕ ❞✬❛♣rès ❆❤✉❧❛✱ ▼❛❣♥❛♥t✐ ❡t ❖r❧✐♥ ❬✶❪✳ ✖
❯♥❡ ✈✐❧❧❡ à n ❝✐t♦②❡♥s✱ c ❝❧✉❜s ❡t p ♣❛rt✐s ♣♦❧✐t✐q✉❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ❝✐t♦②❡♥ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥
❝❧✉❜✱ ❡t à ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ♣❛rt✐✳

▲❡ ❥♦✉r ❞✉ r❡♥♦✉✈❡❧❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝♦♥s❡✐❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳✳✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥s❡✐❧❧❡rs ❞✉ ♣❛rt✐
Pk ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ❡①❝é❞❡r uk✳ ❖r✱ ❝❤❛q✉❡ ❝❧✉❜ ❞♦✐t ♥♦♠♠❡r ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❛✉ ❝♦♥s❡✐❧ ❞❡ ❧❛ ✈✐❧❧❡✱
❡t ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s r❡♣rés❡♥t❛♥ts s♦♥t ♠❡♠❜r❡ ❞✬✉♥ ♣❛rt✐ ♣♦❧✐t✐q✉❡✳✳✳ Pr♦♣♦s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❞é❝✐❞❡r s✐ ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s✳

✺✳✸✳✹✳ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ▼❡♥❣❡r✳ ✖ ❉é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✳
❙♦✐t D = (V,A) ✉♥❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ❡t s ❡t t ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐✲

♠✉♠ ❞❡ s✲t ❝❤❡♠✐♥s ❛r❝✲❞✐s❥♦✐♥ts ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛r❝s
✐♥t❡rs❡❝t❛♥t t♦✉t s✲t ❝❤❡♠✐♥✳

✺✳✸✳✺✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ▼♦♥❣❡✳ ✖ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ✈✐sé❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❛ été ét✉❞✐é ♣❛r ▼♦♥❣❡ ❡♥ ✶✼✽✶ s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❞é❜❧❛✐s
❡t r❡♠❜❧❛✐s✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s n t❛s ❞❡ s❛❜❧❡✱ ❞❡✈❛♥t s❡r✈✐r à ❝♦♠❜❧❡r m tr♦✉s✳ ◆♦t♦♥s ai ❧❛ ♠❛ss❡
❞✉ iè♠❡ t❛s ❞❡ s❛❜❧❡ ❡t bj ❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ s❛❜❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❝♦♠❜❧❡r ❧❡ jè♠❡ tr♦✉✳ ◗✉❡❧ ♣❧❛♥ ❞❡
tr❛♥s♣♦rt ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ♣❛r❝♦✉r✉❡ ♣❛r ❧❡ s❛❜❧❡ ❄

▼♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✳

✺✳✸✳✻✳ ❋❧♦tt❡ ❞✬❛✈✐♦♥s✳ ✖ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❛ér✐❡♥♥❡ ❛ p ✈♦❧s à s❛t✐s❢❛✐r❡✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s
✈♦❧s i = 1, . . . , p✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥♥❛ît s♦♥ ❧✐❡✉ oi ❡t s♦♥ ❤❡✉r❡ ❞❡ ❞é♣❛rt hi✱ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ✈♦❧ ti ❡t ❧❡ ❧✐❡✉
❞✬❛rr✐✈é❡ di✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r s❡ r❡♥❞r❡ ❞❡ dj à oi ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (i, j)✳
▲❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ s♦✉❤❛✐t❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✈✐♦♥s t♦✉t ❡♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡♥ ✈♦❧s✳
▼♦❞é❧✐s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t✳

✺✳✸✳✼✳ ❋❧♦tt❡ ❞✬❛✈✐♦♥s ❜✐s✳ ✖ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ ❛ér✐❡♥♥❡ ❛ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ p ✈♦❧s✳
P♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ✈♦❧s i = 1, . . . , p✱ ❡❧❧❡ ❝♦♥♥❛ît s♦♥ ❧✐❡✉ oi ❡t s♦♥ ❤❡✉r❡ ❞❡ ❞é♣❛rt hi✱ ❧❛ ❞✉ré❡
❞✉ ✈♦❧ ti✱ ❧❡ ❧✐❡✉ ❞✬❛rr✐✈é❡ di ❡t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡ ❧❛ ✈❡♥t❡ ❞❡s ❜✐❧❧❡ts✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r s❡ r❡♥❞r❡
❞❡ dj à oi ❡st ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦✉♣❧❡ (i, j)✳ ❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈♦❧ (u, v)✱ ❧❡ ❝♦ût c(u, v) ❞✉ ✈♦❧
❡st ❝♦♥♥✉ ✭❢r❛✐s✱ s❛❧❛✐r❡✱ ❝❛r❜✉r❛♥t✮✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛❣♥✐❡ s♦✉❤❛✐t❡ ♠❛①✐♠✐s❡r s♦♥ ❣❛✐♥✱ s❛❝❤❛♥t q✉✬❡❧❧❡
❞✐s♣♦s❡ ❞❡ K ❛✈✐♦♥s✳

▼♦❞é❧✐s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t✳

✺✳✸✳✽✳ ❘❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❛✈✐♦♥✳ ✖ ❯♥ ❛✈✐♦♥ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬❡♠❜❛rq✉❡r ❛✉ ♣❧✉s B ♣❛ss❛❣❡rs
❞♦✐t ♣❛rt✐r ❞❡ ❧✬❛ér♦♣♦rt ✶ à ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❛ér♦♣♦rts 2, 3, . . . , n s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
♣❛ss❛❣❡rs ✈♦✉❧❛♥t ✈♦②❛❣❡r ❞❡ ❧✬❛ér♦♣♦rt i à ❧✬❛ér♦♣♦rt j ✭❛✈❡❝ i < j✮ ❡st d(i, j) ❡t ❧❡ ♣r✐① ❞❡ ❝❡
tr❛❥❡t ❡st p(i, j)✳ ❈♦♠❜✐❡♥ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡rs ❢❛✉t✲✐❧ ♣r❡♥❞r❡ à ❝❤❛q✉❡ ❛ér♦♣♦rt ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡s
r❡❝❡tt❡s t♦t❛❧❡s ❄ ▼♦❞é❧✐s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t✳

✻✻



✺✳✸✳✾✳ ●❡st✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ st♦❝❦✱ ❝❛s à 1 s❡✉❧ ❜✐❡♥✳ ✖ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ s❛t✐s❢❛✐r❡ ✉♥❡
❞❡♠❛♥❞❡ ♣r❡s❝r✐t❡ dt ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s T ♣ér✐♦❞❡s t = 1, 2, . . . , T ✳ P♦✉r s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡
dt s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t✱ ♦♥ ♣❡✉t ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té xt ∈ R+ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t ❡t✴♦✉ r❡t✐r❡r ✉♥❡
❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛♥t✐té ❞✉ st♦❝❦ yt−1 ∈ R+ ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t − 1 ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡ y0 = 0✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞❡
♣❧✉s q✉❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡①❝é❞❡r Pt✳

✶✳ ❏✉st✐✜❡r ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ st♦❝❦

✭✷✵✮ yt = yt−1 + xt − dt,

♣♦✉r t = 1, 2, . . . , T ✳

❙✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t✱ ❧❡ ❝♦ût ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ❡st st ≥ 0 ❡t ❧❡ ❝♦ût ✉♥✐t❛✐r❡ ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡st
pt ≥ 0✳ ❖♥ ✈❡✉t ❣ér❡r ❧❡ st♦❝❦ ❛✉ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✳

✷✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

✸✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✉ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t

t = ✶ ✷ ✸ ✹
dt ✺ ✹ ✶ ✸
st ✶ ✶ ✶ ①①①
pt ✷ ✸ ✸ ✹
Pt ✾ ✺ ✺ ✺

■♥❞✐q✉❡r ❧❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ st♦❝❦✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥s ✭❡♥ ♣✳✹ ✱
❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s s♦♥t ❞♦♥♥és✮✳

✹✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t s❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ b✲✢♦t ❞❡ ❝♦ût
♠✐♥✐♠✉♠✳ ✭■♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✿ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ s♦♠♠❡t ✏s♦✉r❝❡✑ v ❛✈❡❝ b(v) =

∑T
t=1 dt ❡t ❞❡s s♦♠♠❡ts

✏♣✉✐ts✑ wt ❛✈❡❝ b(wt) = −dt ❀ à ✈♦✉s ❞✬✐♥❞✐q✉❡r ❧❡s ❛r❝s✱ ❧❡s ❝♦ûts s✉r ❧❡s ❛r❝s✱ ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés s✉r
❧❡s ❛r❝s✱ ❡t❝✳✮ ❏✉st✐✜❡r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✳

✺✳ ◗✉❡❧ ♣❡✉t êtr❡ ❧✬✐♥térêt ❞✬✉♥❡ t❡❧❧❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❛❧♦rs q✉✬♦♥ s❛✐t rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝
✉♥ s♦❧✈❡✉r ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❄

✺✳✸✳✶✵✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥❡ à ❝✐❡❧ ♦✉✈❡rt✳ ✖ ❯♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡st ❧✬❡①♣❧♦✐t❛t✐♦♥ ❞❡s ♠✐♥❡s à ❝✐❡❧ ♦✉✈❡rt✳ ❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s✐st❡ à
❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡s ❜❧♦❝s à ❡①tr❛✐r❡✳ ❉❛♥s t♦✉t❡ ❧❛ s✉✐t❡✱ ❧❛ ♠✐♥❡ s❡r❛ ❛ss✐♠✐❧é❡ à ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡
n ❜❧♦❝s ♥✉♠ér♦tés ❞❡ 1 à n✳ ▲✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❜❧♦❝ i r❛♣♣♦rt❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ci ❀ ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♣❡✉t
êtr❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♦✉ ♥é❣❛t✐✈❡ ✭❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té ❞❡ ♠✐♥❡r❛✐ ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❜❧♦❝✮✳

▲❡s ❜❧♦❝s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❡①tr❛✐ts ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦r❞r❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ i✱ ♦♥
❝♦♥♥❛ît ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Yi ❞❡s ❜❧♦❝s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ❡①tr❛✐ts ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡ ❜❧♦❝ i✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢
❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜❧♦❝s à ❡①tr❛✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♣r♦✜t t♦t❛❧✳

❉❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡st ❢❡r♠é s✐ t♦✉t s✉❝❝❡ss❡✉r
❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ S ❡st ❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s S✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❢❡r♠é ♠❛①✐♠✉♠✳

❉♦♥♥é❡s✳ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ D = (V,A) ♦r✐❡♥té✱ ❞❡s ré❡❧s cv ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V ✳
❚â❝❤❡✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é S ⊆ V t❡❧ q✉❡

∑

v∈S cv s♦✐t ♠❛①✐♠❛❧✳

✶✳ ❊①♣❧✐q✉❡③ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t s❡ ♠♦❞é❧✐s❡r s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢❡r♠é
♠❛①✐♠✉♠✳

✻✼



▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ✈❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t êtr❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❢❡r♠é ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦✲
❜❧è♠❡ ❞❡ s✲t ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

❖♥ ❝♦♥str✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣r❛♣❤❡ D̃ = (Ṽ , Ã) ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ s♦♠♠❡t s♦✉r❝❡ s ❡t ✉♥ s♦♠♠❡t
♣✉✐ts t à V ✳ ❖♥ ♥♦t❡ V + = {v ∈ V : cv ≥ 0} ❡t V − = {v ∈ V : cv < 0}✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ã ❡st ❛❧♦rs
A ❛✉q✉❡❧ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❡s ❛r❝s {(s, v) : v ∈ V +} ❡t ❧❡s ❛r❝s {(v, t) : v ∈ V −}✳ ❖♥ ♠❡t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té
u(s,v) = cv ♣♦✉r v ∈ V + ❡t u(v,t) = −cv ♣♦✉r v ∈ V −✳

✷✳ ◗✉❡❧❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ua ♠❡ttr❡ s✉r ❧❡s ❛r❝s a ∈ A ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡ t♦✉t X ⊆ V t❡❧ q✉❡
δ+
D̃

(X ∪ {s}) s♦✐t ✉♥❡ s✲t ❝♦✉♣❡ ❞❡ D̃ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ s♦✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ D ❄

✸✳ ❙♦✐t X ⊆ V ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❢❡r♠é ❞❡ D✳ ▼♦♥tr❡③ q✉❡
∑

a∈δ+

D̃
(X∪{s})

ua =
∑

v∈V +

cv −
∑

v∈X

cv.

✹✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❢❡r♠é ♠❛①✐♠✉♠ s❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡
♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❈♦♥❝❧✉r❡ s✉r ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

✻✽



❈❍❆P■❚❘❊ ✻

●❘❆P❍❊❙ ❇■P❆❘❚■❙ ✿ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉✬❆❋❋❊❈❚❆❚■❖◆✱
P❘❖❇▲➮▼❊ ❉❊ ❚❘❆◆❙P❖❘❚✱ ▼❆❘■❆●❊❙ ❙❚❆❇▲❊❙

▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉rs ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ❝❡♥tr❛❧ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✐s❝rèt❡ ❡t ❞✬❡♥ ✈♦✐r
q✉❡❧q✉❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❜✐♣❛rt✐s✳

✻✳✶✳ ▲✬♦❜❥❡t

❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ♣❡✉t êtr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é ❡♥ ❞❡✉①
♣❛rt✐❡s A ❡t B t❡❧❧❡s q✉❡ t♦✉t❡ ❛rêt❡ à ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ❡①tré♠✐tés ❞❛♥s A ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❞❛♥s B✳ ❱♦✐r ❧❛
❋✐❣✉r❡ ✶✳ ◆♦t♦♥s ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ très ✉t✐❧❡✱ ❞♦♥t ❧❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❡st ❧❛✐ssé❡
❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳ ✖ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❜✐♣❛rt✐ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝✐r❝✉✐t ❞❡
t❛✐❧❧❡ ✐♠♣❛✐r❡✳

✻✳✷✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s M ⊆ E

❞✐s❥♦✐♥t❡s ✿ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐❡♥t e ❡t f ❞❛♥s M ✱ ❧❡s ❛rêt❡s e ❡t f ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ s♦♠♠❡t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✳
❖♥ ♥♦t❡ ν(G) ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ ✿

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❜✐♣❛rt✐ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s w : E → R s✉r ❧❡s ❛rêt❡s✳

❉❡♠❛♥❞❡ ✿ ❯♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧✳

❋✐❣✳ ✶✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐✳



▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ s❡ rés♦✉t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t s❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠❛①✐♠✉♠ ✭q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦ûts ♦♣♣♦sés✮ ✿ ♦♥ ♦r✐❡♥t❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ A ✈❡rs B✱ ♦♥
❛❥♦✉t❡ ✉♥ s♦♠♠❡t s ❡t ✉♥ s♦♠♠❡t t✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡s ❛r❝s (s, v) ♣♦✉r v ∈ A ❡t (v, t) ♣♦✉r v ∈ B ❀
❡♥✜♥✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ❛r❝ (s, t)✱ ❡t ♦♥ ♣♦s❡ b(s) = |A| = −b(t) ❡t b(v) = 0 ❛✐❧❧❡✉rs✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s
❝❛♣❛❝✐tés ❞❡s ❛r❝s s♦♥t ♣❛rt♦✉t = +∞ s❛✉❢ s✉r ❧❡s ❛r❝s (s, v) ❡t (v, t) ♦ù ❡❧❧❡s s♦♥t é❣❛❧❡s à 1✱ ❡t
❧❡s ❝♦ûts s♦♥t ♣❛rt♦✉t ♥✉❧s s❛✉❢ s✉r ❧❡s ❛r❝s ❞❡ A à B ♦ù ✐❧s s♦♥t é❣❛✉① ❛✉① ♣♦✐❞s w✳ ❈✬❡st ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠❛①✐♠✉♠ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t ✢♦t ❡♥t✐❡r ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✐❞s ❀
❡t t♦✉t ❝♦✉♣❧❛❣❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ✢♦t ❡♥t✐❡r ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦ût✳

❚♦✉t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ tr♦✉✈❛♥t ❞❡s ✢♦ts ❞❡ ❝♦ût ♦♣t✐♠❛❧ ❡♥t✐❡r tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❝❡❧✉✐ ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✱ ❛♣♣❡❧é ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❤♦♥❣r♦✐s✱ ❞é❝♦✉✈❡rt ♣❛r ❑ü❤♥ ❡♥ ✶✾✺✺ ❬✷✶❪✳

❙♦✐t G = (V,E) ♥♦tr❡ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s A ❡t B ♣❛rt✐t✐♦♥♥❛♥t V ❡t ♥✬✐♥❞✉✐✲
s❛♥t ❝❤❛❝✉♥ ❛✉❝✉♥❡ ❛rêt❡✳ ❖♥ ❛ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ w ❞❡ ♣♦✐❞s s✉r E✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤♦♥❣r♦✐s
❝♦♠♠❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ M = ∅✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ré♣èt❡

❈ré❡r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té DM ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✕ ❖r✐❡♥t❡r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ e ❞❡ M ❞❡ B ✈❡rs A✱ ❡t ❞é✜♥✐r l(e) := w(e)✳
✕ ❖r✐❡♥t❡r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ e ❞❡ E\M ❞❡ A ✈❡rs B ❡t ❞é✜♥✐r l(e) := −w(e)✳
❙♦✐t AM ✭r❡s♣✳ BM ✮ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ A ✭r❡s♣✳ B✮ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦✉✈❡rts
♣❛r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ M ✳ ❙✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ AM à BM ✱ ❡♥ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥
♣❧✉s ❝♦✉rt ✭♣♦✉r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ l✮✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥♦t❡ P ✳ ❘❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡ M ❝♦✉r❛♥t
♣❛r M△E(P ) ✭♦ù E(P ) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ P ✱ ❡t ♦ù X△Y

r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ♣rés❡♥ts ❞❛♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬✉♥ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s X

♦✉ Y (1)✮✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rêt❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s tr♦✉✈❡r ❞❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ AM à BM ❞❛♥s DM ✳ ❖♥ ♣❡✉t
❞é♠♦♥tr❡r q✉❡ M ❡st ❛❧♦rs ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠✳

❯♥ ❧❡❝t❡✉r ❛tt❡♥t✐❢ r❡♠❛rq✉❡r❛ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s DM q✉✐ ❡st ✉♥
❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s q✉❡❧❝♦♥q✉❡s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❞✉r ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t
✐❝✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st t❡❧ q✉❡ DM ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❥❛♠❛✐s ❞❡ ❝✐r❝✉✐t ❛❜s♦r❜❛♥t
❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ t❡❧ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✲❋♦r❞ ✈✉❡ ❛✉
❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳

❆✈❡❝ q✉❡❧q✉❡ s✉❜t✐❧✐té ❞✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤♦♥❣r♦✐s ♣❡✉t t♦✉r♥❡r ❡♥ O(n(m +

n log n))✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭❞♦♥♥é ✐❝✐ s❛♥s ♣r❡✉✈❡✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✶✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ O(n(m +

n log n))✳

❆✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✢♦t✱ ♦♥ ❡st ❡♥ O(n2m3 log n)✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♦ù ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❛ttr✐❜✉❡r ❞❡s

tâ❝❤❡s à ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s✱ ❛✛❡❝t❡r ❞❡s ♣❡rs♦♥♥❡s à ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❝ré❡r ❞❡s ❜✐♥ô♠❡s✱ ❡t❝✳
❙✐ ♦♥ ✈❡✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✭❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s✮✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛❧❧❡r

❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✈✐t❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✷✳ ✖ ❉❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té
♠❛①✐♠❛❧❡ ❡♥ O(

√
nm)✳

(1)❖♥ ❛ ❞♦♥❝ X△Y = (X ∪ Y ) \ (X ∩ Y ) ❀ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ s②♠étr✐q✉❡ ❞❡ X ❡t ❞❡ Y ✳

✼✵



❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❣❛r❞❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té ✭❡t ❡♥ ♦✉❜❧✐❛♥t ❧❡s ❝♦ûts✮✱
♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ s✲t ✢♦t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡ O(nm2)✳ P❛r ✉♥❡ sér✐❡
❞✬❛st✉❝❡s✱ ♥♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡s ✐❝✐✱ ❡t s❛♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❡s ✢♦ts✱ ♦♥ ❛rr✐✈❡ à ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳

▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts ❞✉
❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ❡♠♣❧♦②és ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ❞❡s tâ❝❤❡s à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✳ ▲❡s
❛rêt❡s ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❧❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s✳ ❖♥ ✈❡✉t ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ❡✛❡❝t✉é❡s s❛❝❤❛♥t
q✉❡ t♦✉t ❡♠♣❧♦②é ❡♥ ❢❛✐t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ s❡✉❧❡✳

▲❡ t❤é♦rè♠❡ ♠❛① ✢♦t✕♠✐♥ ❝♦✉♣❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❞û à
❑ö♥✐❣ ✭❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛✐ssé❡ ❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡✮✳ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ q✉✬✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❛♥s
✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts C ⊆ V t❡❧ q✉❡ t♦✉t❡ ❛rêt❡ e ❞❡ G s♦✐t
✐♥❝✐❞❡♥t à ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥ s♦♠♠❡t ❞❡ C ❡t q✉✬♦♥ ♥♦t❡ τ(G) ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✸✳ ✖ ❉❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐✱ ♦♥ ❛

ν(G) = τ(G).

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ν(G) ≤ τ(G) ❡st tr✐✈✐❛❧❡✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❋♦r❞✲❋✉❧❦❡rs♦♥ ♣❡r♠❡t ♣❛r
❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳
❈❡❧❛ ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s✳

✻✳✸✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ b✲❝♦✉♣❧❛❣❡s s✐♠♣❧❡s ♦♣t✐♠❛✉①

❙♦✐t b : V → N✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ b✲❝♦✉♣❧❛❣❡ s✐♠♣❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s F ⊆ E

t❡❧ q✉❡ degF (v) ≤ b(v) ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V ✭degF (v) s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ❝♦♠♣t❡ q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ F

✐♥❝✐❞❡♥t❡s à v✮✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

2

1

3

1

2

1

4

❋✐❣✳ ✷✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ b✲❝♦✉♣❧❛❣❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ b ✐♥❞✐q✉é❡s à ❝ôté ❞❡s s♦♠♠❡ts✳

✼✶



Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ b✲❝♦✉♣❧❛❣❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ ✿

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❜✐♣❛rt✐ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s w : E → R s✉r ❧❡s ❛rêt❡s✳

❉❡♠❛♥❞❡ ✿ ❯♥ b✲❝♦✉♣❧❛❣❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧✳

■❧ s❡ rés♦✉t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ◆♦t❡r q✉❡ s✐ ♦♥ ♥❡ ✈❡✉t q✉❡ ♠❛①✐♠✐✲
s❡r ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠ ✭♣❧✉s r❛♣✐❞❡✮✱ t♦✉❥♦✉rs ❛✈❡❝
❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❧❧♦♥s ✈♦✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ❈✬❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥s♣✐ré ❞✬✉♥ ❝❛s ❝♦♥❝r❡t r❡♥❝♦♥tré ❛✉ ❝❡♥tr❡ ❞❡ tr✐
❞✬❆❉P ✭❆ér♦♣♦rt ❞❡ P❛r✐s✮✳ ❊♥ ❞é❜✉t ❞❡ ❥♦✉r♥é❡✱ ♦♥ ❛ n ♣❛❧❡tt❡s 1, . . . , n à tr✐❡r✳ ▲❛ ♣❛❧❡tt❡
i ❝♦♥t✐❡♥t ai ♠❛r❝❤❛♥❞✐s❡s mi,1, . . . ,mi,ai ✳ ❈❤❛q✉❡ ♠❛r❝❤❛♥❞✐s❡ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣❛r ✉♥❡ ❤❡✉r❡
❧✐♠✐t❡ ❞❡ tr✐ ti,j ✱ ❛✈❡❝ j ∈ {1, . . . , ai}✳ ❙✐ ♦♥ ❞é♣❛ss❡ ❧✬❤❡✉r❡ ❧✐♠✐t❡✱ ♦♥ ✏♣❛②❡✑ ✉♥❡ ❛♠❡♥❞❡ ❞❡ ci,j ✳
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ k ♣❡rs♦♥♥❡s ♣♦✉r tr✐❡r✱ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❡rs♦♥♥❡ ♠❡t ✉♥❡ ❤❡✉r❡ à
tr✐❡r ❡t q✉❡ t♦✉t s❡ ♣❛ss❡ s✉r T ❝ré♥❡❛✉① ❞✬✉♥❡ ❤❡✉r❡✳ ❚r♦✉✈❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ q✉✐ ♠✐♥✐♠✐s❡ ❧✬❛♠❡♥❞❡
t♦t❛❧❡✳

❈✬❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ b✲❝♦✉♣❧❛❣❡ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡
❜✐♣❛rt✐ s✉✐✈❛♥t✳ ❉✬✉♥ ❝ôté✱ ♦♥ ❛ ❧❡s ♣❛❧❡tt❡s 1, 2, . . .✱ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❧❡s ❤♦r❛✐r❡s 1, 2, . . . , T ✳ ▲✬❛rêt❡ it

♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ❢❛✐t q✉✬♦♥ tr✐❡ ❧❛ ♣❛❧❡tt❡ i s✉r ❧❡ ❝ré♥❡❛✉ t✳ ❖♥ ♠❡t ❝♦♠♠❡ ♣♦✐❞s s✉r it ❧✬♦♣♣♦sé ❞❡
❧✬❛♠❡♥❞❡ t♦t❛❧❡ ♣❛②é❡ s✐ ♦♥ tr✐❡ ❧❛ ♣❛❧❡tt❡ i s✉r ❧❡ ❝ré♥❡❛✉ t ✭s♦♠♠❡ ❞❡s ❛♠❡♥❞❡s ❞❡s ♠❛r❝❤❛♥❞✐s❡s
q✉✐ ❛✉r❛✐❡♥t ❞✉❡s êtr❡ tr✐é❡s ❛✈❛♥t t✮✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t b(i) = 1 ♣♦✉r ❧❡s ♣❛❧❡tt❡s i = 1, . . . , n✱ s✐❣♥✐✜❛♥t
q✉✬✐❧ ❢❛✉t tr✐❡r ❝❤❛q✉❡ ♣❛❧❡tt❡ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ ❢♦✐s ✭♦♥ ♥❡ ❣❛❣♥❡ r✐❡♥ à ❧❛ tr✐❡r ❞❡✉① ❢♦✐s✮✳ ❊t b(t) = k

♣♦✉r ❧❡ ❝ré♥❡❛✉ t✱ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s tr✐❡r ♣❧✉s ❞❡ k ♣❛❧❡tt❡s s✉r ✉♥ ❝ré♥❡❛✉ ❤♦r❛✐r❡✳

✻✳✹✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡

❯♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ♦ù ❛♣♣❛r❛ît ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥✳ ❖♥ ❞✐t
q✉✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡st ♣❛r❢❛✐t ❧♦rsq✉❡ t♦✉t s♦♠♠❡t ❞❡ G ❡st ✐♥❝✐❞❡♥t à ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ M ✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ✿

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❜✐♣❛rt✐ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣♦✐❞s w : E → R s✉r ❧❡s ❛rêt❡s✳

❉❡♠❛♥❞❡ ✿ ❯♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s q✉❛♥t✐té ❞❡ s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉
❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡s ❡♠♣❧♦②és ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ❞❡s tâ❝❤❡s à ❡✛❡❝t✉❡r ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ✭♦♥
s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ❛✉t❛♥t ❞✬❡♠♣❧♦②és q✉❡ ❞❡ tâ❝❤❡s✮✳ ▲❡s ♣♦✐❞s ♣❡✉✈❡♥t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ❝♦ût ❞❡
ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ♣❛r ✉♥ ❡♠♣❧♦②é ❞♦♥♥é✳ ❖♥ ✈❡✉t ré❛❧✐s❡r t♦✉t❡s ❧❡s tâ❝❤❡s ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût
♠✐♥✐♠❛❧✱ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉❡ t♦✉t ❡♠♣❧♦②é ♣❡✉t ré❛❧✐s❡r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ tâ❝❤❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✹✳✶✳ ✖ ❖♥ s❛✐t rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❡♥ O(n(m + n log n))✳

■❧ ② ❛ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s q✉✐ rés♦❧✈❡♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ❖♥ ♣❡✉t
é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❤♦♥❣r♦✐s ❛✉q✉❡❧ ✐❧ ❛ été ❢❛✐t ♠❡♥t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❤♦♥❣r♦✐s ❢❛✐t ❡♥ ❢❛✐t ♠✐❡✉① q✉❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ ✿ ✐❧ tr♦✉✈❡✱ ♣♦✉r
✉♥ k ✜①é✱ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té k ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦✐❞s✳ ■❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r −1

❧❡s ♣♦✐❞s ❡t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té n/2✳

✼✷



✻✳✺✳ ▼❛r✐❛❣❡s st❛❜❧❡s

◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ♦✉ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♦ù ❧✬♦♥ ♠❛①✐♠✐s❡ ✉♥❡
q✉❛♥t✐té ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❉❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❜✐♥ô♠❡s✱ ♦♥ ✈❡✉t
♠❛①✐♠✐s❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ s❡♥s ✉♥❡ q✉❛♥t✐té ❧♦❝❛❧❡ ✭❧❛ s❛t✐s❢❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❜✐♥ô♠❡✮✳ ❖♥ s❡♥t
❜✐❡♥ q✉✬❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❥❛♠❛✐s s❛t✐s❢❛✐r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ t♦✉t ❧❡ ♠♦♥❞❡✱ ♠❛✐s ♦♥ ❛
❞❡s ♥♦t✐♦♥s q✉✐ s✬❡♥ ❛♣♣r♦❝❤❡♥t✱ ✐ss✉❡s ❞❡ ❧✬é❝♦♥♦♠✐❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①✳

◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✳ ❇✐❡♥ ❞❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s s♦♥t
♣♦ss✐❜❧❡s✱ à ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❞✬✉♥❡ ❧✐ttér❛t✉r❡ s♣é❝✐❛❧✐sé❡ ❛❜♦♥❞❛♥t❡✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡s ♥❡ s❡r♦♥t ♣❛s é✈♦q✉é❡s
✐❝✐✳

■♠❛❣✐♥♦♥s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ ❛ m ✜❧❧❡s ❡t n ❣❛rç♦♥s✳ ❈❤❛q✉❡ ✜❧❧❡ ❛ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ♣ré✲
❢ér❡♥❝❡ ✭t♦t❛❧✮ ❡♥tr❡ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❣❛rç♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥♥❛ît✱ ❡t q✉✬✐❧ ❡♥ ❡st ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❡s
❣❛rç♦♥s✳

❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠❛r✐❛❣❡s ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡✱ ✐❧ ❡st ❞✐t st❛❜❧❡ s✐ ❧♦rsq✉✬✉♥❡ ✜❧❧❡✱
❞✐s♦♥s ❆❧✐❝❡✱ ❡t ✉♥ ❣❛rç♦♥✱ ❞✐s♦♥s ❇♦❜✱ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠❛r✐és ❡♥tr❡ ❡✉①✱ ❛❧♦rs ❆❧✐❝❡ ❡st ♠❛r✐é❡ à ✉♥
❣❛rç♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ♣ré❢èr❡ à ❇♦❜ ♦✉ ❇♦❜ ❡st ♠❛r✐é à ✉♥❡ ✜❧❧❡ q✉✬✐❧ ♣ré❢èr❡ à ❆❧✐❝❡✳

❯♥ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●❛❧❡ ❡t ❙❤❛♣❧❡② ❬✾❪ ❞✐t ❛❧♦rs

❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✺✳✶✳ ✖ ■❧ ❡①✐st❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ st❛❜❧❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ t❡❧ ❝♦✉♣❧❛❣❡ s❡ tr♦✉✈❡
❡♥ O(nm)✳

❈❡ q✉✐ ❡st r❡♠❛rq✉❛❜❧❡✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s✐♠♣❧❡✱ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❡t ♣❡✉t s❡ r❛❝♦♥t❡r s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❤✐st♦✐r❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❈❤❛q✉❡ ♠❛t✐♥✱ ❝❤❛q✉❡ ❣❛rç♦♥ ✐♥✈✐t❡ à ❞î♥❡r ❧❛ ✜❧❧❡ q✉✬✐❧ ♣ré❢èr❡ ♣❛r♠✐ ❝❡❧❧❡s
q✉✐ ♥❡ ❧✉✐ ♦♥t ♣❛s ❞é❥à r❡❢✉sé ✉♥❡ ✐♥✈✐t❛t✐♦♥✳ ❈❤❛q✉❡ ✜❧❧❡ q✉✐ ❛ été ✐♥✈✐té❡ ❞î♥❡ ❧❡ s♦✐r ❛✈❡❝ ❧❡
❣❛rç♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ♣ré❢èr❡ ♣❛r♠✐ ❝❡✉① q✉✐ ❧✬♦♥t ✐♥✈✐té❡ ❝❡ ❥♦✉r ❧à✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ ♣♦✉rs✉✐t t❛♥t q✉✬❛✉
♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥✈✐t❛t✐♦♥ ❝❤❛♥❣❡✳ ▲❡s ❝♦✉♣❧❡s q✉✐ ♦♥t ❞î♥é ❡♥tr❡ ❡✉① ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s♦✐r s♦♥t ♠❛r✐és✳

P♦✉r s❡ ❝♦♥✈❛✐♥❝r❡ q✉❡ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠❛r✐❛❣❡ st❛❜❧❡✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ r❡♠❛rq✉❡r
q✉❡ ✿

t♦✉t❡ ✜❧❧❡ q✉✐ ❡st ✐♥✈✐té❡ ✉♥ s♦✐r à ❞î♥❡r ❡st sûr❡ ❞❡ ❞î♥❡r ❧❡ ❧❡♥❞❡♠❛✐♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛rç♦♥ q✉✐ ❧✉✐
♣❧❛✐s❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉t❛♥t✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ✉♥❡ ✜❧❧❡✱ ❞✐s♦♥s ❆❧✐❝❡✱ ❡st ✐♥✈✐té❡ à ❞î♥❡r ♣❛r ✉♥ ❣❛rç♦♥✱ ❞✐s♦♥s ❇♦❜✱ ❝✬❡st q✉❡ ❇♦❜
♣ré❢èr❡ ❆❧✐❝❡ à t♦✉t❡s ❝❡❧❧❡s q✉✐ ♥❡ ❧✬♦♥t ♣❛s ❞é❥❛ r❡❢✉sé✳ ❆❧✐❝❡ ❡st ❞♦♥❝ sûr❡ ❞✬êtr❡ ré✐♥✈✐té❡ ❧❡
❧❡♥❞❡♠❛✐♥ ♣❛r ❇♦❜✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ s❡r❛ ♣❡✉t êtr❡ ❛✉ss✐ ✐♥✈✐té❡ ♣❛r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❣❛rç♦♥s q✉✐ ✈✐❡♥♥❡♥t
❞✬❡ss✉②❡r ❞❡s r❡❢✉s ❡t ♣♦✉r q✉✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞és♦r♠❛✐s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① r❡st❛♥t✳ P❡✉t êtr❡ q✉❡ ❈❤❛r❧✐❡✱
❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❣❛rç♦♥s✱ ❧✉✐ ♣❧❛✐t ♣❧✉s q✉❡ ❇♦❜✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ❡❧❧❡ ❞î♥❡r❛ ❛✈❡❝ ❈❤❛r❧✐❡✱ ❡♥
❝♦♥❣é❞✐❛♥t ❇♦❜✳ ❉❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s✱ ❆❧✐❝❡ ❞î♥❡ ❧❡ ❧❡♥❞❡♠❛✐♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❣❛rç♦♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐
♣❧❛✐s❛♥t✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡

❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ t❡r♠✐♥❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ✐♥✈✐t❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ été r❡❢✉sé❡ ♥❡ s❡r❛ ❥❛♠❛✐s ré♣été❡✳ ➚ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ♣ré❝é❞❛♥t ❧❛
✜♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ✐♥✈✐t❛t✐♦♥ ❡st r❡❢✉sé❡✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❛✈❛♥t q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡
❞❡s ✐♥✈✐t❛t✐♦♥s ♥❡ s❡ st❛❜✐❧✐s❡ ❡st ❞♦♥❝ ❜♦r♥é ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥✈✐t❛t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ✐✳❡✳ ♣❛r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✜❧❧❡s ❢♦✐s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❣❛rç♦♥s✳

❊♥✜♥✱ ❧♦rsq✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ t❡r♠✐♥❡✱
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❋✐❣✳ ✸✳ ❉❡s ♣♦st❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s✳

❧❡s ♠❛r✐❛❣❡s ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ st❛❜❧❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♠❛r✐❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ à ❧✬✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❙✐ ✉♥❡ ✜❧❧❡✱ ❞✐s♦♥s ❆❧✐❝❡✱
♥✬❡st ♣❛s ♠❛r✐é❡ à ✉♥ ❣❛rç♦♥✱ ❞✐s♦♥s ❇♦❜✱ ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❡st q✉✬❆❧✐❝❡ ❛✐t ✉♥ ♠❛r✐ q✉✬❡❧❧❡ ♣ré❢ér❡
à ❇♦❜✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❇♦❜ ♥❡ ❧✬❛ ❥❛♠❛✐s ✐♥✈✐té❡✱ ❝❛r ❡♥ ✈❡rt✉ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱
❆❧✐❝❡ s❡r❛✐t ♠❛r✐é❡ à ✉♥ ❣❛rç♦♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ♣❧❛✐s❛♥t q✉❡ ❇♦❜✱ ❝♦♥tr❡❞✐s❛♥t ♥♦tr❡ ❤②♣♦t❤ès❡✳
▼❛✐s s✐ ❇♦❜ ♥❡ ❧✬❛ ❥❛♠❛✐s ✐♥✈✐té❡✱ ❝✬❡st q✉✬✐❧ ❛ ✉♥❡ é♣♦✉s❡✱ ❈♦r✐♥♥❡✱ q✉✬✐❧ ♣ré❢èr❡ à ❆❧✐❝❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡
❞❡r♥✐❡r s♦✐r✱ ✐❧ ❛✉r❛ît ❞û ✐♥✈✐t❡r ❆❧✐❝❡✱ ♦✉ ♣❡✉t êtr❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ✜❧❧❡✱ ❉❡❧♣❤✐♥❡✱ q✉✐ ❧✉✐ ♣❧❛ît ❡♥❝♦r❡
♣❧✉s q✉✬❆❧✐❝❡✱ ♠❛✐s sûr❡♠❡♥t ♣❛s ❈♦r✐♥♥❡✱ ❝♦♥tr❡❞✐s❛♥t ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✐❧ ❡st ✜♥❛❧❡♠❡♥t ♠❛r✐é ❛✈❡❝
❈♦r✐♥♥❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡ ♠❛r✐❛❣❡ ❡st st❛❜❧❡✳

❈❡tt❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❞❡s ♠❛r✐❛❣❡s st❛❜❧❡s ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s s✐t✉❛t✐♦♥s✳ ❆✉①
❊t❛ts✲❯♥✐s✱ ❞❡♣✉✐s ♣❧✉s ❞❡ ✺✵ ❛♥s✱ ❡❧❧❡ s❡rt ❞❛♥s ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s ✐♥t❡r♥❡s ❞❛♥s ❧❡s s❡r✈✐❝❡s
❤♦s♣✐t❛❧✐❡rs✳ ❊♥ ❋r❛♥❝❡✱ ❞❡♣✉✐s ♣❡✉✱ ❝❡rt❛✐♥❡s é❝♦❧❡s ♣ré♣❛r❛t♦✐r❡s tr❛✐t❡♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡s
❞❡s é❧è✈❡s ♣♦✉r ❛❝❝é❞❡r à t❡❧❧❡ ♦✉ t❡❧❧❡ ♣ré♣❛✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛✉tr❡s ❡①❡♠♣❧❡s s♦♥t ❝♦♥♥✉s✳

✻✳✻✳ ❊①❡r❝✐❝❡s

✻✳✻✳✶✳ ❯♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ❜✐♣❛rt✐s✳ ✖ Pr♦✉✈❡r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✻✳✶✳✶✳

✻✳✻✳✷✳ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑ö♥✐❣✳ ✖ Pr♦✉✈❡r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✻✳✷✳✸✳

✻✳✻✳✸✳ P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ♣♦st❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡
✸✳ ❈❤❛q✉❡ ♣♦✐♥t ✐♥❞✐q✉❡ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣♦st❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥✳ ❖♥ ✈❡✉t q✉❡ ❝❤❛q✉❡
♣♦st❡ ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛✐t ❧❛ ✈✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❞é❣❛❣é❡ ❞❛♥s ❧❡s ✹ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❝❛r❞✐♥❛❧❡s ✭♥♦r❞✱ s✉❞✱
❡st✱ ♦✉❡st✮ ✕ ❞❡✉① ♣♦st❡s ❞✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦✉✈❡rts ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ❞♦♥❝ ♥✐ s❡ tr♦✉✈❡r s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐❣♥❡✱
♥✐ s❡ tr♦✉✈❡r s✉r ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳ ❖♥ ✈❡✉t ❡♥ ♦✉✈r✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠❛①✐♠✉♠✳ Pr♦♣♦s❡r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
♠❛①✐♠✉♠ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ Pr♦✉✈❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ✈♦tr❡ s♦❧✉t✐♦♥✳ Pr♦♣♦s❡r
❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❣é♥ér❛❧❡ ✭❡st✲❝❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❄✮✳

✼✹



❈❍❆P■❚❘❊ ✼

◗❯❊ ❋❆■❘❊ ❋❆❈❊ ➚ ❯◆ P❘❖❇▲➮▼❊ ❉■❋❋■❈■▲❊ ❄

✼✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥

❏✉sq✉✬à ♣rés❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❝❡rt❛✐♥s ◆P✲❞✉rs✱ ❞✬❛✉tr❡s
♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✳ P♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞✐s❝✉té ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♣♦ss✐❜❧❡s
♣♦✉r ❧❡s rés♦✉❞r❡ ❀ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s✱ r✐❡♥ ♥✬❛ été ✐♥❞✐q✉é✱ ❝❡ q✉✐ ♣♦✉rr❛✐t ❧❛✐ss❡r ♣❡♥s❡r q✉✬♦♥ ♥❡
s❛✐t ♣❛s ❧❡s rés♦✉❞r❡✳ ❇✐❡♥ ❡♥t❡♥❞✉✱ ❝✬❡st ❢❛✉①✱ ❡t ❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❛r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ✭❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❄✮
♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s s♦♥t ◆P✲❞✉rs✳

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é♥ér❛❧❡s✱ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞✉ ♣r♦✲
❜❧è♠❡✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡♠♣❧♦②❡r ❧♦rsq✉✬♦♥ ❡st ❝♦♥❢r♦♥té à ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ◆P✲❞✉r✱
q✉❡ ❧✬♦♥ é❝r✐t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

✭✷✶✮
▼✐♥ f(x)

s✳❝✳x ∈ X.

❖♥ s✉♣♣♦s❡ X ✜♥✐✱ ♠❛✐s très ❣r❛♥❞✳
❯♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❞✉r ❡st t❡❧ q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✭s❛✉❢ s✐ P = ◆P✮ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❡♥ t❡♠♣s

♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s♦✐t r❡❧â❝❤❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✏s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✑ ❡t ✈♦✉❧♦✐r
❣❛r❞❡r ✉♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱ s♦✐t r❡❧â❝❤❡r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✏t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✑ ❡t ❣❛r❞❡r
❧❡ ❞és✐r ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♦♣t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✱
♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s❝❤é♠❛ ❣é♥ér❛❧ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❞ér✐✈❡r ❞❡ t❡❧s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ▲✬❡①✐st❡♥❝❡
♠ê♠❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ ♦♣t✐♦♥ ❝♦♥❞✉✐t
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ sé♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♦✉ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✱ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s
♣rés❡♥t❡r ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳ P❧✉s✐❡✉rs ❡①❡♠♣❧❡s s❡r♦♥t ❞♦♥♥és ❛✉① ❝♦✉rs ❞❡s sé❛♥❝❡s
s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❯♥ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ s✉♣♣♦s❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❜♦r♥❡s s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭❜♦r♥❡
✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✐ ♦♥ ♠✐♥✐♠✐s❡✱ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ s✐ ♦♥ ♠❛①✐♠✐s❡✮✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❞✐s♣♦s❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧❧❡s
❜♦r♥❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs r❡❝♦✉r✐r à ❞✬❛✉tr❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳

✕ s♦✐t ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛❞ ❤♦❝ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ❜♦♥ s❡♥s ❛ss✉r❡
❧❡✉r ❜♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❣❛r❛♥t✐r ❡♥ t♦✉t❡
❣é♥ér❛❧✐té ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♥✬❛
❞❡ s❡♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é✱ ♥♦✉s ♥❡ ✈❡rr♦♥s ♣❛s ❞✬❡①♠♣❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs✳

✕ s♦✐t ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s très ❣é♥ér❛❧❡s✱ ❡♥ q✉❡❧q✉❡s s♦rt❡s q✉✐
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t t♦✉❥♦✉rs✱ ♠❛✐s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✐❧ ② ❛ r❛r❡♠❡♥t ❞❡ ❣❛r❛♥t✐❡s ❞✬❡①❛❝t✐t✉❞❡ ♦✉ ❞❡
t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✳ ❈❡ s❡r❛ ❧✬♦❜❥❡t ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳



❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞✉str✐❡❧s✱ ❝❡ s♦♥t s♦✐t ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①❛❝ts q✉✐ s♦♥t ✉t✐❧✐sés✱
s♦✐t ❧❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ▲❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s♦♥t ♣❧✉tôt ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❞❡s
❝❛❞r❡s t❤é♦r✐q✉❡s✳ ❯♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t s❡r❛ ♣❧✉tôt ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s str❛té❣✐q✉❡s✱ ✉♥❡
♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ♣♦✉r ❞❡s q✉❡st✐♦♥s t❛❝t✐q✉❡s ♦✉ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳

❙✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ❞✬❡♠❜❧é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✐♠♣❧❡✱ é✈❡♥t✉❡❧✲
❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥t✐èr❡s✱ ✉♥ s♦❧✈❡r ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé✳ ■❧ ❡♥ ❡①✐st❡ ❞❡s ❧✐❜r❡s ✭▲P❙❖▲❱❊✱
●▲P❑✱ ❙❖P▲❊❳✱✳✳✳✮ ♦✉ ❞❡s ♣❛②❛♥ts✱ ♣❧✉s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ✭❈P▲❊❳✱ ❳P❘❊❙❙✱✳✳✳✮ ✕ ✈♦✐r ❧❛ ❧✐st❡ ❡♥
✜♥ ❞✬♦✉✈r❛❣❡ ✕ q✉✐ s♦♥t ❝❛♣❛❜❧❡s ❞❡ rés♦✉❞r❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡s ❣r❛♥❞s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❛❧♦rs
❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①❛❝t ♣❛s tr♦♣ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❞é✈❡❧♦♣♣❡r✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ✉♥❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡
♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t ♦✉ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ✭q✉✐ s❡r♦♥t ✈✉s ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧✬♦✉✈r❛❣❡✮ ♦✉ ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦✲
❧♦♥♥❡s ✭♥♦♥ ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❝❡t ♦✉✈r❛❣❡✮✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡ ❞❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡✉rs✱ ♦✉ ❧✬é♥❡r❣✐❡
q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠❡ttr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t✱ ❝♦♥st✐t✉❡ ❞♦♥❝ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝r✐tèr❡s à ♣r❡♥❞r❡
❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ♦✉ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡✳

✼✳✷✳ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❡t é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦✉ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞

✼✳✷✳✶✳ ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ✖ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ λ : P(X)→ R q✉✐ ❛ t♦✉t❡
♣❛rt✐❡ Y ❞❡ X✱ ❛ss♦❝✐❡ λ(Y ) ≤ ▼✐♥ x∈Y f(x)✳ ▲❛ q✉❛♥t✐té λ(Y ) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡
f s✉r Y ✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡r❛ ❞❡ ♣❧✉s q✉❡ λ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ✏❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✑ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✮✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛✐♥t✐❡♥t
✕ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ Y ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ X t❡❧❧❡ q✉❡

⋃Y ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ f(x) s✉r X

✕ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ x̃✳
❯♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❡st ❛❧♦rs

❈❤♦✐s✐r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ Y ❞❡ Y✳
P❛rt✐t✐♦♥♥❡r Y ❡♥ ♣❛rt✐❡s Y1, Y2, . . . , Ys✳

❙✉♣♣r✐♠❡r Y ❞❡ Y✳
❋❛✐r❡ ✿ ♣♦✉r i = 1, . . . , s✱ s✐ λ(Yi) < f(x̃)✱ ♣♦s❡r Y := Y ∪ {Yi}✳

▲✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞✉ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ rés✐❞❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ét❛♣❡ ✿ ✐❧ ♥❡ s❡rt à r✐❡♥ ❞❡
❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♣❛rt✐❡ Yi s✐ λ(Yi) ≥ f(x̃)✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ λ(Yi) ≤ ▼✐♥ x∈Yif(x)✱ ♦♥ ♥✬❡st sûr q✉❡
s✉r Yi ♦♥ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥❞r❛ ♣❛s à ❛♠é❧✐♦r❡r str✐❝t❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ■❧ ♥❡ s❡rt
❞♦♥❝ à r✐❡♥ ❞✬❡①♣❧♦r❡r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳

❖♥ r❡♣rés❡♥t❡ s♦✉✈❡♥t ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ❛r❜♦r❡s❝❡♥❝❡✱ ❞♦♥t ❧❡s
♥♦❡✉❞s s♦♥t ❧❡s Y ✱ ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ❝♦❞❡♥t ❧❛ ♣❛rt✐t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳

❖♥ ❝♦♠♣r❡♥❞ q✉❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♠❛r❝❤❡r❛ ❞✬❛✉t❛♥t ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❛ ❜♦r♥❡
λ s❡r❛ ❜♦♥♥❡✳ ▲❛ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ Y ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
❙♦✉✈❡♥t✱ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♠♣♦s❡ ❛ss❡③ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡r✳ ❊♥✜♥✱
❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ Y ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥✢✉❡♥❝❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❉❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s
❝❧❛ss✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

✕ ❊♥ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞✬❛❜♦r❞ ✿ ❜r❛♥❝❤❡r t♦✉❥♦✉rs s✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ♣❛rt✐❡ Yi ❛❥♦✉té❡ à Y✳ ❖♥ ✈❛
❞❡s❝❡♥❞r❡ très ✈✐t❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜♦r❡s❝❡♥❝❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❞❡
❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

✕ ❊♥ ❧❛r❣❡✉r ❞✬❛❜♦r❞ ✿ ❜r❛♥❝❤❡r t♦✉❥♦✉rs s✉r ❧❛ ♣❛rt✐❡ Y t❡❧❧❡ q✉❡ Y = ❛r❣♠✐♥Y ∈Yλ(Y )✳ ❈✬❡st
✐♥tér❡ss❛♥t s✐ λ ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r ❞é❢❛✉t ❞❡ f ✳

✼✻



◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✈♦✐r ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s très ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛♣♣❧✐✲
q✉❡r♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ très s✐♠♣❧❡✱ ❡♥ ❣✉✐s❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

✼✳✷✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❜♦r♥❡s✳ ✖ ❯♥ ❣r❛♥❞ ❝❤❛♠♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✉
❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❡st ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ❞❡✉①
t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❜♦r♥❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳

✼✳✷✳✷✳✶✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ✖ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s R✱ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s
❡♥t✐❡rs✱ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣r❡♥♥❡♥t ❧❡✉rs ✈❛❧❡✉rs ❞❛♥s Z✱ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❣é♥ér❛❧❡✱
❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❡♥t✐❡rs s❡ ♠♦❞é❧✐s❡✱ ❛✈❡❝ A ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ m×n à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts
r❛t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡t b ∈ Qm ❡t c ∈ Qn

✭✷✷✮
▼✐♥ c ·x
s✳❝✳ Ax ≤ b

x ∈ Zn.

▼ê♠❡ ❧❡ ❝❛s s✉✐✈❛♥t✱ ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❡st ◆P✲❞✉r✳

▼❛①
∑n

i=1 cixi

s✳❝✳
∑n

i=1 wixi ≤W

xi ∈ {0, 1} ♣♦✉r i = 1, . . . , n,

❛✈❡❝ ❧❡s wi ❡t W ❡♥t✐❡rs✳
■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ❡✛❡t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❛❝✲à✲❞♦s✱ ✈✉ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳

✼✳✷✳✷✳✷✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ✖ ❯♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ v♣❧♥❡ ❞❡ ✭✷✷✮ s✬♦❜t✐❡♥t
❡♥ r❡❧â❝❤❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✬✐♥té❣r✐té✱ ✐✳❡✳ ❡♥ ♥❡ ❞❡♠❛♥❞❛♥t ♣❧✉s à ❝❡ q✉❡ x s♦✐t à ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s
❡♥t✐èr❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s

✭✷✸✮
▼✐♥ c ·x
s✳❝✳ Ax ≤ b

x ∈ Rn,

❡t ♥♦t♦♥s v♣❧ s❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❚♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✷✷✮ ét❛♥t s♦❧✉t✐♦♥
ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ✭✷✸✮✱ ♦♥ ❛ v♣❧♥❡ ≥ v♣❧

(1)✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡

✭✷✹✮

▼❛① x1 + 52

s✳❝✳ −4x1 + 2x2 ≤ 3

2x1 + 8x2 ≤ 39

x1, x2 ∈ Z.

▲✬❛r❜♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❘❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♣❛r ❞❡✉① ❢♦✐s✱ ♦♥ é✈✐t❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
s♦✉s✲❛r❜♦r❡s❝❡♥❝❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❜♦r♥❡ ✿ ✉♥❡ ❢♦✐s s✉r ❧❡ ♥♦❡✉❞ x1 ≤ 1✱ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❢♦✐s s✉r ❧❡ ♥♦❡✉❞
x1 ≥ 4, x2 ≤ 3✳

✼✳✷✳✷✳✸✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡

✭✷✺✮

▼✐♥ f(x)

s✳❝✳ x ∈ X

gi(x) = 0 i = 1, . . . , p

gi(x) ≤ 0 i = p + 1, . . . , p + q

(1)❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

✼✼



♦ù f, g1, . . . , gp+q s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ Rn ❞❛♥s R✱ ❡t X ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ Rn✳ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ s✐ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s gi ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s ♣rés❡♥t❡s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡r❛✐t ❢❛❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡✳ ▲✬✐❞é❡
❝♦♥s✐st❡ à ❞✉❛❧✐s❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s gi ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ✭✈♦✐r ❙♦✉s✲s❡❝t✐♦♥ ✷✳✸✳✺✮

L(x,λ) := f(x) +

p+q
∑

i=1

λigi(x),

❛✈❡❝ λ ∈ Λ := Rp × (R+)q✳
❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ v ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ✭✷✺✮✱ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs

✭✷✻✮ v = inf
x∈X

sup
λ∈Λ
L(x,λ) ≥ sup

λ∈Λ
inf

x∈X
L(x,λ) = sup

λ∈Λ
G(λ),

♦ù
G : Λ → R ∪ {−∞}

G(λ) 7→ infx∈X L(x, λ),

❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉❛❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ ❡t ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ✭❝❛r ✐♥✜♠✉♠ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❢✲
✜♥❡s✮✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r supλ∈Λ G(λ) ❝♦♠♠❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ s❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té✳ P♦✉r ❝❡❧❛ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♥♦♥✲❞✐✛ér❡♥t✐❛❜❧❡✱ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉r✲❣r❛❞✐❡♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ (2)✱ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡

(2)♦✉ ❛❧♦rs ♣❛r ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❢❛✐s❝❡❛✉①✱ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ♠❛✐s q✉✐ ❞é♣❛ss❡ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ❝♦✉rs✱ ✈♦✐r ❬✺❪✳

x1 = 1

x2 = 3, 5

v = 18, 5

x1 ≤ 1 x1 ≥ 2

x1 = 2

x2 = 4, 375

v = 23, 875
x2 ≤ 4

x2 ≥ 5

irréalisable

x1 = 3, 5

x2 = 4

v = 23, 5

x1 ≤ 3
x1 ≥ 4

x1 = 3

x2 = 4

v = 23

x1 = 4

x2 = 3, 875

v = 23, 375

x2 ≤ 3 x2 ≥ 4

x1 = 7, 5

x2 = 3

v = 22, 5 irréalisable

on abandonne l’exploration car v est moins bon

que le meilleur résultat entier courant.

on abandonne l’exploration car v est moins bon

que le meilleur résultat entier courant.

x1 = 1, 5

x2 = 4, 5

v = 24

❋✐❣✳ ✶✳ ❯♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳

✼✽



♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ s❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ s✉r✲❣r❛❞✐❡♥t ❡♥ t♦✉t ♣♦✐♥t λ✳ ❈❡tt❡ ♠ét❤♦❞❡ ❡st ❞é❝r✐t❡ à
❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ s✉r✲❣r❛❞✐❡♥t p ❞❡ G ❛✉ ♣♦✐♥t λ ❡st t❡❧ q✉❡

G(µ)− G(λ) ≤ pT (µ− λ) ♣♦✉r t♦✉t µ ∈ Λ.

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ G ❡st ❞ér✐✈❛❜❧❡✱ ❧❡ s✉r✲❣r❛❞✐❡♥t ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ s♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✳
❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✶✳ ✖ ❙✐ X ❡st ✜♥✐✱ ❛❧♦rs (gi(x))i=1,...,p+q ❡st ✉♥ s✉r✲❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ G ❛✉ ♣♦✐♥t
λ ❞ès q✉❡ x ré❛❧✐s❡ infx∈X L(x,λ)✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t ✉♥ t❡❧ x✳ P♦✉r t♦✉t µ✱ ♦♥ ❛ G(µ) − G(λ) ≤ L(x,µ) − L(x,λ) =
∑p+q

i=1 gi(x)(µi − λi)✳

❯♥ ❞❡s ✐♥térêts ❞❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✭♣r❡✉✈❡
♦♠✐s❡✮✳

❚❤é♦rè♠❡ ✼✳✷✳✷✳ ✖ P♦✉r ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♠♦✐♥s ❛✉ss✐ ❜♦♥♥❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❈❡❧❛ ❞✐t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❛s ♦ù ❝❡s ❞❡✉① ❜♦r♥❡s ❝♦✐♥❝✐❞❡♥t✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛s ❧❛
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❞✬êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✱ ❝❛r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡
supλ∈Λ G(λ) ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡ q✉❡ ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳

❊①❡♠♣❧❡ ✿ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ très ❝❧❛ss✐q✉❡ ❡st ❝❡❧✉✐ ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t❡♠♣s✳
❙♦✐t D = (V,A) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ❛✈❡❝ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts s ❡t t✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ a ❡st ❛ss♦❝✐é ✉♥ ❝♦ût

ca ≥ 0 ❡t ✉♥ t❡♠♣s ta ≥ 0✳ ❖♥ ✈❡✉t tr♦✉✈❡r ❧❡ s✕t ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉① q✉✐ ♠❡tt❡ ✉♥ t❡♠♣s
✐♥❢ér✐❡✉r à T ✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ rés♦✉t ❜✐❡♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✱ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s ❜♦r♥❡s ❢♦✉r♥✐❡s
♣❛r ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ X ❡st ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✕t ❝❤❡♠✐♥s✱ f(x) =

∑

a∈A caxa ❡t
❧✬♦♥ ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞✉ t②♣❡ gi✱ ❝✬❡st g(x) :=

∑

a∈A taxa ≤ T ✳
❊❝r✐✈♦♥s G(λ)✱ ❞é✜♥✐ ♣♦✉r λ ≥ 0✳

L(x, λ) =
∑

a∈A

caxa + λ

(

−T +
∑

a∈A

taxa

)

.

❉♦♥❝

G(λ) = −Tλ + min
x∈X

∑

a∈A

(ca + taλ)xa.

▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ G(λ) s❡ ❢❛✐t ❞♦♥❝ ♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ♦ù ❧❡s ❝♦ûts ❞❡s ❛r❝s s♦♥t
♥♦♥ ♣❧✉s ❧❡s ca ♠❛✐s ❧❡s ca +λta✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❉✐❥❦str❛ ❝❛r ❧❡s ♣♦✐❞s
s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s✱ ❡t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ x✱ ✐♥❥❡❝té❡ ❞❛♥s g ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r −T +

∑

a∈A taxa✱ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡ q✉❛♥t✐té ét❛♥t ❛❧♦rs ❧❡ s✉r✲❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ G ❡♥ λ ✭❞✬❛♣rès ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✼✳✷✳✶✮✳ ❖♥ s❛✐t
❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s✉r✲❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ G✱ ❞♦♥❝ ♦♥ s❛✐t ♠❛①✐♠✐s❡r G s✉r Λ = R+✱ ❞♦♥❝ ♦♥ s❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r
❞❡ ❜♦♥♥❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♣♦✉r ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ ✉♥ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳

✼✾



▼ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉r✲❣r❛❞✐❡♥t✳ ✖ P♦s♦♥s Λ = {(λ1, . . . , λp, λp+1, . . . , λp+q) ∈ Rp+q : λi ≥ 0 ♣♦✉r i ≥
p + 1}✳ ❙♦✐t PΛ ❧❛ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ❞❛♥s Λ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r PΛ(λ) = (λ1, . . . , λp, λ

+
p+1, . . . , λ

+
p+q)✱ ❛✈❡❝ ❧❛

♥♦t❛t✐♦♥ t+ = max(0, t)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉✐❧❧❡ ♠❛①✐♠✐s❡r G(λ) s✉r Λ✱ ❛✈❡❝ G ❝♦♥❝❛✈❡✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s✉r✲❣r❛❞✐❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❛ s✉✐t❡

λk+1 = PΛ

(

λk +
ρk

||pk||
pk

)

,

♦ù λ0 ❡st ❝❤♦✐s✐ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❞❛♥s Λ✱ ♦ù pk ❡st ✉♥ s✉r✲❣r❛❞✐❡♥t ❞❡ G ❛✉ ♣♦✐♥t λk✱ ❡t ♦ù (ρk)

❡st ✉♥❡ s✉✐t❡ ♣ré❞ét❡r♠✐♥é❡ ❞❡ ré❡❧s str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s t❡❧❧❡ q✉❡

lim
k→+∞

ρk = 0 ❡t
+∞
∑

k=0

ρk = +∞.

▲♦rsq✉❡ pk ✈❛✉t 0✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✬❛rrêt❡✱ λk ❡st ❛❧♦rs ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ G✳
❖♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥✈❡r❣❡ ✈❡rs ❧❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ G✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡st

❧❡♥t❡ ✭❧❡ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❞❡✈❛♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t t❡♥❞r❡ ✈❡rs 0✮✳

✼✳✸✳ ▼ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ q✉❡❧q✉❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❣é♥ér❛❧❡s ❞✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✱ q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞é❝r✐t❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳
▲❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r❢♦✐s ❞♦♥♥❡r ❞❡ très ❜♦♥s rés✉❧t❛ts ♦✉ ❝♦♥st✐t✉❡r ❧❛ s❡✉❧❡ ❛r♠❡
♣♦✉r ❛tt❛q✉❡r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❀ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❧❡s ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧♦rsq✉✬♦♥ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡
♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡❧❛ ❞✐t✱ ❧❡✉r ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞é♣❡♥❞ ❞✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s ❞♦♥t
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♥é❝❡ss✐t❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ♥✬♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs
❞❡s ❣❛r❛♥t✐❡s s✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ♦✉ s✉r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ tr♦✉✈é❡✳

✼✳✸✳✶✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ✖

✼✳✸✳✶✳✶✳ ▲❡ ♣r✐♥❝✐♣❡✳ ✖ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ t♦✉❥♦✉rs à rés♦✉❞r❡ ✭✷✶✮✱ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❛✈❡❝ X s✉♣♣♦sé ✜♥✐✳
▲✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❝♦♥♥✉❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡

❞❡ ❞é♣❛rt✱ tr♦✉✈é❡ ♣❛r ✉♥❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❡ss❛✐❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦✉r❛♥t❡ ❡♥ ♣r♦❝é❞❛♥t à ❞❡s ✏♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✑ ❧♦❝❛❧❡s✳

P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱

✶✳ ✐❧ ❢❛✉t ❞é✜♥✐r s✉r X ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✭❝❡ ❣r❛♣❤❡ ♥❡ s❡r❛ ❥❛♠❛✐s ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❝♦❞é ❡♥
♠❛❝❤✐♥❡✮✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ét❛♥t ❝♦♥♥❡❝té❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✐ ♦♥ ♣❛ss❡
❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♣❛r ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛✉t♦r✐sé❡✳ P♦✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x✱
♦♥ ♥♦t❡ Γ(x) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❡s ✈♦✐s✐♥s ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ✐✳❡✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s
ré❛❧✐s❛❜❧❡s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❡✐♥❞r❡ ❞❡ x ♣❛r ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ❯♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡
♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r tr♦✉✈❡r ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧ ❡st q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ❞❛♥s ❧❛
♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ q✉❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❝❤❡r❝❤é✳

✷✳ ■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r à q✉❡❧❧❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡st✲❝❡ q✉✬♦♥ ♠♦❞✐✜❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✳ ▲❛ s♦❧✉t✐♦♥
❝♦♥s✐st❛♥t à ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡ s✐ ❧❛ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❛ ❛♠é❧✐♦ré ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ f ❡st
♥❛ï✈❡ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ t❡❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ ✏♣❧♦♥❣❡r✑ ✈❡rs ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✱ q✉✬✐❧ ♥❡ ✈❛ ♣❧✉s
q✉✐tt❡r✳

▲✬✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥❛ï✈❡ ❡st ❞♦♥❝ ✿ ❖♥ ♣❛rt ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x✳ ❊♥s✉✐t❡
♦♥ ré♣èt❡

✽✵



❙✐ {y ∈ Γ(x) : f(y) < f(x)} ❡st ♥♦♥ ✈✐❞❡✱ ❝❤♦✐s✐r y ∈ Γ(x) t❡❧ q✉❡
f(y) < f(x) ❡t ♣♦s❡r x := y✳

P✉✐sq✉✬♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé X ✜♥✐✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ s✉r ✉♥ x ∈ X✱ q✉✐ s❡r❛ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧
❞❡ f ✳

P♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡r ❜❧♦q✉é s✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✱ ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s
s♦♥t ❡♠♣❧♦②é❡s✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ t❛❜♦✉ ❡t ❧❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é✱ ❞ét❛✐❧❧é❡s ♣❧✉s ❜❛s✳

✼✳✸✳✶✳✷✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ✿ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡
❣r❛♣❤❡ ✭✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳✶✳✸✮✳ ❖♥ ✈❡✉t ❝♦❧♦r❡r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à
❝❡ q✉❡ ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ✈♦✐s✐♥s ♦♥t ❞❡s ❝♦✉❧❡✉rs ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡
❝♦✉❧❡✉rs✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

❯♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s
❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❧♦r❛t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❡t à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❞❡✉① ❝♦❧♦r❛t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s ❝♦♠♠❡ ✈♦✐✲
s✐♥❡s s✐ ❡❧❧❡s ❞✐✛èr❡♥t ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ✉t✐❧✐sé❡s✳ ❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❛ ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ✿ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ♥✬✐♠♣❧✐q✉❡
♣❛s ✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ❆✈❡❝ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ str✐❝t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♥❛ï❢ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ très ✈✐t❡ ❜❧♦q✉é s✉r ❞❡s ♠✐♥✐♠❛ ❧♦❝❛✉①✳ ▼ê♠❡ ❡♥ ❛❝❝❡♣t❛♥t ❞❡s
♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s à ✈❛❧❡✉r ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✱ ♦✉ ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❞étér✐♦r❛♥t ❝❡tt❡
✈❛❧❡✉r ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞é❝r✐t❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✱ ❝❡❧❛ r❡st❡ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❝❛r ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❞♦♥♥❡ ♣❡✉t ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞✐r❡❝t✐♦♥ à ♣r❡♥❞r❡✳

❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✭❬✶✻❪✮ ❡st ❞❡ ✜①❡r ✉♥ ❡♥t✐❡r
k ❡t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ♠✐♥✐♠✐s❡r

∑k
i=1 |E[Vi]| s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐t✐♦♥s

V1∪. . .∪Vk ❞❡ V ✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ E[Vi] ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ G ❛②❛♥t ❧❡✉rs ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés
❞❛♥s Vi✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à ❛tt❡✐♥❞r❡ 0✱ ♦♥ ❛✉r❛ tr♦✉✈é ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ❡♥ ❛✉ ♣❧✉s k ❝♦✉❧❡✉rs ✿ ❝❤❛q✉❡
♣❛rt✐❡ Vi ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r i ❀ ❝♦♠♠❡ ❛❧♦rs E[Vi] = ∅✱
♦♥ ❡st sûr ❞❡ ♥❡ ♣❛s ❛✈♦✐r ❞❡✉① s♦♠♠❡ts ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦✉❧❡✉r ❛❞❥❛❝❡♥t✳ ▲❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ rés♦✉t
❡①trê♠❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡ ✿ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❡st ❛❧♦rs ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
♣❛rt✐t✐♦♥s V1 ∪ . . . ∪ Vk ❞❡ V ✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st

∑k
i=1 |E[Vi]|✳ ❖♥ ❛❝❝❡♣t❡ ❞❡ ♣❛ss❡r ❞❡

♣❛ss❡r ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ à ✉♥❡ ❛✉tr❡ s✐ ❧❡ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❝♦✉❧❡✉r ✭❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡
à ❧✬✉♥ ❞❡s Vi✮ ❞✬✉♥ s♦♠♠❡t ❛♣♣❛rt❡♥❛♥t à ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés s♦♥t ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r
✐❞❡♥t✐q✉❡✳ ❯♥❡ ❞✐❝❤♦t♦♠✐❡ s✉r k ♣❡r♠❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✐♥ ✜♥❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❝❤r♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ G✳

✼✳✸✳✶✳✸✳ ▼ét❤♦❞❡ t❛❜♦✉✳ ✖ ▲❛ ♠ét❤♦❞❡ t❛❜♦✉ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r ✉♥❡ ❧✐st❡ L ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s
ré❛❧✐s❛❜❧❡s ✏t❛❜♦✉s✑✱ ❞♦♥t ❧❛ t❛✐❧❧❡✱ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❡st ✉♥ ♣❛r❛♠ètr❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❙✐ l ❡st ❝❡tt❡
t❛✐❧❧❡(3)✱ ♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x t❛❜♦✉✳ ❖♥ ❝❤♦✐s✐t ✉♥❡ ❧✐st❡ L q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t l

❛✉tr❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❡t ♦♥ ♣♦s❡ x∗ := x ✭x∗ ❡st ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦✉r❛♥t❡✮✳ ❊♥s✉✐t❡✱
♦♥ ré♣èt❡

✕ ❝❤♦✐s✐r y ♠✐♥✐♠✐s❛♥t f(y) s✉r Γ(x) \ L

✕ ❡♥❧❡✈❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r é❧é♠❡♥t ❞❡ L✱ ❡t ❛❥♦✉t❡r x à ❧❛ ✜♥ ❞❡ L✱
✕ ♣♦s❡r x := y✱
✕ s✐ f(x) < f(x∗)✱ ♣♦s❡r x∗ := x✳

P✉✐sq✉✬♦♥ ❛ s✉♣♣♦sé X ✜♥✐✱ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s❡ t❡r♠✐♥❡ ❛✈❡❝ x∗ ∈ X✱ q✉✐ s❡r❛ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ❞❡
f ✳ ❘✐❡♥ ♥✬❛ss✉r❡ q✉✬♦♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ s✉r ✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳

(3)♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ l = 7✳

✽✶



✼✳✸✳✶✳✹✳ ❘❡❝✉✐t s✐♠✉❧é✳ ✖ ▲❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é ✐♠✐t❡ ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❞✉ r❡❝✉✐t ❡♥ ♠ét❛❧❧✉r❣✐❡ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡
à ❛❧t❡r♥❡r ❞❡ ❧❡♥ts r❡❢r♦✐❞✐ss❡♠❡♥ts ❡t ❞❡ ré❝❤❛✉✛❛❣❡s ✭r❡❝✉✐ts✮ ♣♦✉r ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧✬é♥❡r❣✐❡ ❞✬✉♥
♠❛tér✐❛✉✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♠❛✐♥t✐❡♥t ✉♥❡ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T q✉✐ ✈❛ t❡♥❞r❡ ✈❡rs 0✱ ❡t ❧❡s tr❛♥s✐t✐♦♥s ❞✬✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✈♦✐s✐♥❡ ❛✉r♦♥t ❧✐❡✉ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞é♣❡♥❞❛♥t
❞❡ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♣r✐s❡ ♣❛r f ❡t ❞❡ ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ❛ ❝❤♦✐s✐
y ✈♦✐s✐♥ ❞❡ x✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛ss❡r ❡✛❡❝✐✈❡♠❡♥t ❞❡ x à y ∈ Γ(x) s❡r❛✱ ♣❛r ❛♥❛❧♦❣✐❡ ❛✈❡❝ ❧❛
♣❤②s✐q✉❡(4)

min(1, e−
f(y)−f(x)

T ).

❯♥❡ ❢♦✐s ✜①é❡ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡ ❧❛ s✉✐t❡ Tk ❞❡s t❡♠♣tér❛t✉r❡s ✭t❡❧❧❡ q✉❡ Tk → 0 q✉❛♥❞ k → ∞✮✱
♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ❖♥ ♣❛rt ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ x✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ré♣èt❡

❚✐r❡r ✉♥ ✈♦✐s✐♥ y ✉♥✐❢♦r♠é♠❡♥t ❞❛♥s Γ(x)✳ ❋❛✐r❡ x := y ❛✈❡❝ ❧❛ ♣r♦❜❛✲

❜✐❧✐té min(1, e
− f(y)−f(x)

Tk )✳ P♦s❡r k := k + 1✳

P❧✉s✐❡✉rs ❛✉t❡✉rs ♦♥t ❞♦♥♥é ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✣s❛♥t❡s ♣♦✉r q✉❡ x t❡♥❞❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ✈❡rs
❧✬♦♣t✐♠✉♠ ❣❧♦❜❛❧✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❍❛❥❡❦ ❬✶✺❪ ❛ ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t s✉✣s❛♥t❡ ❛ss❡③
❧é❣èr❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❡♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❛✈❡❝ Tk ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ κ

log 2+k ✳❈❡tt❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠❡t ❡♥
❥❡✉ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬✐rré❞✉❝t✐❜✐❧✐té ❡t ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ré✈❡rs✐❜✐❧✐té ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ✭❛tt❡♥t✐♦♥✱ ❡❧❧❡s
s♦♥t ✐❝✐ ♥♦♥ ❤♦♠♦❣è♥❡s ✦✮✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♦♥ ❛✐♠❡ ❜✐❡♥ ❛✈♦✐r Tk ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Tk := T0β
k

(5) ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

Tk :=
1

α + sk
❛✈❡❝ α ❡t s ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❜✐❡♥ ❝❤♦✐s✐s ✭✐❧ ❢❛✉t ♣❛s ♠❛❧ ❡①♣ér✐♠❡♥t❡r✮✳

✼✳✸✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s é✈♦❧✉t✐♦♥♥❛✐r❡s✱ ❝♦❧♦♥✐❡ ❞❡ ❢♦✉r♠✐✱ ❡t❝✳✖ ■❧ ② ❛ ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s
❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s é✈♦❧✉t✐♦♥♥❛✐r❡s ❡st ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s à ❞❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ❡t ❞❡ ❝♦❞❡r ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s s✉r ❧❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❞❡s
✐♥❞✐✈✐❞✉s✳ ❖♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s à s❡ ❝r♦✐s❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ q✉❡
❧❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s s♦♥t ❞❡ q✉❛❧✐té✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡s ✐♥❞✐✈✐❞✉s ♣❡✉✈❡♥t ♠✉t❡r✳ ❖♥ ♣❛rt ❛❧♦rs ❞✬✉♥❡ ♣♦♣✉❧❛✲
t✐♦♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✜①é❡ ❞✬✐♥❞✐✈✐❞✉s✱ ❡t ♦♥ ❧❛✐ss❡ é✈♦❧✉❡r ❧❡ t♦✉t✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ✐❝✐✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝♦❞❛❣❡
❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ s✉r ❧❡s ❝❤r♦♠♦s♦♠❡s ❡t ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ ❝r♦✐s❡♠❡♥t✱ q✉✐ ❞♦✐t ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡s
❛✈❛♥t❛❣❡s ❝♦♠♣ét✐t✐❢s ❞❡ s❡s ♣❛r❡♥ts✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❝♦❧♦♥✐❡ ❞❡ ❢♦✉r♠✐s✱ t♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é ♦✉ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s é✈♦❧✉t✐♦♥✲
♥❛✐r❡s✱ ❝❤❡r❝❤❡ à ✐♠✐t❡r ❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❡❧❧❡ rés♦✉t s❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✳
▲❡s ❢♦✉r♠✐s ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡✉r ♥♦✉rr✐t✉r❡ ❡①♣❧♦r❡♥t ❛✉ ❤❛s❛r❞ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡♥ ❛②❛♥t ✉♥❡
t♦✉t❡ ♣❡t✐t❡ ✈✉❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ♠❛✐s ❣râ❝❡ à ❞❡s é❝❤❛♥❣❡s ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭♣❤ér♦♠♦♥❡s✮✱ ❡❧❧❡s ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t
à tr♦✉✈❡r ❧❛ s♦✉r❝❡ ❞❡ ♥♦✉rr✐t✉r❡ ❡t à tr♦✉✈❡r ❧❡ tr❛❥❡t ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♠❛rq✉❛♥t
❧❡✉r ❝❤❡♠✐♥ ✈❡rs ❧❛ ♥♦✉rr✐t✉r❡✱ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s s❡r♦♥t ♣❧✉s ❛ttr❛❝t✐❢s q✉❡ ❧❡s ❧♦♥❣s ❡t s❡
tr♦✉✈❡r♦♥t r❡♥❢♦r❝és✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ ❞♦♥❝ s✐♠✉❧❡r ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❛r
❞❡s ❢♦✉r♠✐s✱ q✉✐ ♠❛rq✉❡r♦♥t ❧❡✉r ♣❛ss❛❣❡✳ P❧✉s ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ s✉r X ❡st ❝❤♦✐s✐❡✱ ♣❧✉s ❢♦rt❡ s❡r❛
❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❝❤♦✐s✐❡ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦✉r♠✐✳

(4)P♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❢❡r♠é✱ à ❧❛ t❡♠♣ér❛t✉r❡ T ✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬êtr❡ ❞❛♥s ✉♥ ét❛t ❞✬é♥❡r❣✐❡ E ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

e
E

kBT

Z
♦ù Z ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✱ kB ❧❛ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥✳

(5)❛✈❡❝ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ β = 0, 93✳
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✼✳✹✳ ❊①❡r❝✐❝❡s

✼✳✹✳✶✳ ❇♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❛r ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ✖ Pr♦✉✈❡r ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✷✻✮✳

●❡st✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ st♦❝❦✱ ❝❛s à ♣❧✉s✐❡✉rs ❜✐❡♥s✳ ✖ ❈❡t ❡①❡r❝✐❝❡ ❢❛✐t s✉✐t❡ à ❧✬❡①❡r❝✐❝❡
✺✳✸✳✾✳

❙✉♣♣♦s♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✐❧ ♥✬② ❛✐t ♣❛s ✉♥ s❡✉❧ ❜✐❡♥✱ ♠❛✐s K ❜✐❡♥s✱ ✐♥❞✐❝és ♣❛r k = 1, 2, . . . ,K✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜✐❡♥ k✱ ♦♥ ❛ ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ dkt s✉r ❝❤❛q✉❡ ♣ér✐♦❞❡ t✳ ❖♥ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡♥
♣r♦❞✉✐s❛♥t xkt ❞❡ ❜✐❡♥ k s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t ❡t✴♦✉ ❡♥ ♣ré❧❡✈❛♥t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ q✉❛♥t✐té s✉r ❧❡ sr♦❝❦
yk(t−1) ❞❡ ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t − 1✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ♣ér✐♦❞❡ t ♣♦✉r ❧❡ ❜✐❡♥ k ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ❡①❝é❞❡r Pkt✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ♥❡ ♣♦ssè❞❡ q✉✬✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❡t ❞♦♥❝ s✉r ✉♥❡ ♣ér✐♦❞❡ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t
♣r♦❞✉✐r❡ q✉✬✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ❜✐❡♥✳ ▲❡ ❝♦ût ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ✉♥✐t❛✐r❡ ❞✉ ❜✐❡♥ k ❡♥ ♣ér✐♦❞❡ t ❡st ♥♦té
pkt✱ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ ✉♥✐t❛✐r❡ skt✳

✶✳ ❊❝r✐r❡ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ st♦❝❦ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❧à✳

✷✳ ❊♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ zkt q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ s✐ ❧❡ ❜✐❡♥ k ❡st ♣r♦❞✉✐t s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t✱ ♣r♦♣♦s❡r
✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✐♥❞✐❝é❡ ♣❛r t✮ q✉✐ ❡♠♣ê❝❤❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜✐❡♥s s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡
t✳

✸✳ ❊❝r✐r❡ ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✐♥❞✐❝é❡ ♣❛r k ❡t t✮ q✉✐ ❧✐♠✐t❡ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥ k ❡♥ ♣ér✐♦❞❡ t✱
❡♥ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ s✐ ✉♥ ❛✉tr❡ ❜✐❡♥ k′ 6= k ❡st ♣r♦❞✉✐t✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❜✐❡♥ k

❞♦✐t êtr❡ ♥✉❧❧❡✳

✹✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t s❡ ♠♦❞é❧✐s❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✐①t❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s
❡♥t✐❡rs ✭♠✐①t❡ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s à êtr❡ ❡♥t✐èr❡s✮✳

❉❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✱ ♦♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
❡st ❞❡ ♣r♦❝é❞❡r ♣❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳

✺✳ ▼♦♥tr❡r q✉✬❡♥ r❡❧❛①❛♥t ❧❡s ❜♦♥♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♣❛r ❧❛ r❡✲
❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ s❡ r❛♠è♥❡ à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ st♦❝❦ à ✉♥ s❡✉❧ ❜✐❡♥✱ ❡t ❡①♣❧✐q✉❡r
❝♦♠♠❡♥t ❝❛❧❝✉❧❡r ❝❡s ❜♦r♥❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s Pkt s♦♥t s✉✣s❛♠❡♥t ❣r❛♥❞s✳

✻✳ ❙✐ ❧❡s Pkt ♥❡ s♦♥t ♣❛s s✉✣s❛♠❡♥t ❣r❛♥❞s✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ à ✉♥ s❡✉❧ ❜✐❡♥ ❡st ◆P✲❞✉r✳ Pr♦♣♦s❡r
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ q✉✐ ❣❛r❞❡
✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳

✼✳✹✳✷✳ ❊①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♠✐♥❡ à ❝✐❡❧ ♦✉✈❡rt ✕ ❝❛s ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ✖ ❖♥ s❡ r❡♠❡t ❞❛♥s ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧✬❊①❡r❝✐❝❡ ✺✳✸✳✶✵✳ ❖♥ ❡ss❛✐❡ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❛s♣❡❝t ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❖♥
❝❤❡r❝❤❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞❡s ❜❧♦❝s ❞❛♥s ❧❡s ♠✐♥❡s à ❝✐❡❧ ♦✉✈❡rt✳ ▲❛ ♠✐♥❡
❡st ❛ss✐♠✐❧é❡ à ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ n ❜❧♦❝s ♥✉♠ér♦tés ❞❡ 1 à n✱ ❧❡ ❜❧♦❝ i ❛②❛♥t ✉♥❡ ♠❛ss❡ mi✳ ❖♥
s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ à ❤♦r✐③♦♥ ❞❡ t❡♠♣s ✜♥✐✳ ▲❡ t❡♠♣s ❡st ❞✐s❝rét✐sé ❡st ❛ss✐♠✐❧é à ❞❡s
❛♥♥é❡s τ = 1, . . . , T ✳ ❯♥ ❜❧♦❝ i ❡①tr❛✐t ❧✬❛♥♥é❡ τ ❡♥tr❛î♥❡ ✉♥ ♣r♦✜t ❞❡ ci,τ ❞♦❧❧❛rs✳ ❈❡tt❡ q✉❛♥t✐té
ci,τ ♣❡✉t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ♥é❣❛t✐✈❡ s✐ ❧✬❡①tr❛❝t✐♦♥ ❞✉ ❜❧♦❝ i ❝♦ût❡ ♣❧✉s q✉✬✐❧ ♥❡ r❛♣♣♦rt❡✳ ▲❛
❞é♣❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣❡r♠❡t ❞❡ t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞✉ t❛✉① ❞✬❛❝t✉❛❧✐s❛t✐♦♥✱ ❞❡s t❡♥❞❛♥❝❡s ❞❡s ❝♦✉rs
❜♦✉rs✐❡rs✱ ❡t❝✳

❆ ❧✬❛♥♥é❡ τ ❞♦♥♥é❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡①tr❛✐r❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜❧♦❝s✱ ♠❛✐s ♣❛s ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ♠❛ss❡ t♦t❛❧❡ Mτ ✳
▲❡s ❜❧♦❝s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❡①tr❛✐ts ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦r❞r❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❜❧♦❝ i✱ ♦♥

❝♦♥♥❛ît ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ Yi ❞❡s ❜❧♦❝s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛✈♦✐r ❡①tr❛✐ts ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❡①tr❛✐r❡ ❧❡ ❜❧♦❝ i✳ ❙✐ ❧❡ ❜❧♦❝
i ❡st ❡①tr❛✐t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ τ ✱ t♦✉t ❜❧♦❝ ❞❡ Yi ❞♦✐t êtr❡ ❡①tr❛✐t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ τ ♦✉

✽✸



❛✈❛♥t✳ ▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❜❧♦❝s à ❡①tr❛✐r❡ ❡t ❧❡s ❛♥♥é❡s ❛✉①q✉❡❧❧❡s
❡①tr❛✐r❡ ❝❡s ❜❧♦❝s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♣r♦✜t t♦t❛❧ ✭♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡❧❛ ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✮✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ ❧❡s ci,τ ❞é♣❡♥❞❡♥t ❜✐❡♥ ❞✉ t❡♠♣s✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞✉ ❝❛s ❞②♥❛♠✐q✉❡✳
❊t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ♣❧❛♥ ❞✬❡①tr❛❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♥♦t❡ xi,τ = 0 s✐ ❧❡ ❜❧♦❝ i ❡st ❡①tr❛✐t str✐❝t❡♠❡♥t ❛♣rès ❧✬❛♥♥é❡
τ ❡t xi,τ = 1 s✐♥♦♥✳ ❖♥ t✐❡♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♠❛ss❡✳

✶✳ Pr♦♣♦s❡③ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs q✉✐ ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ❝❛s ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❡♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s xi,τ ✳ ❖♥ ♣♦s❡r❛ ❞❡ ♣❧✉s xi,0 = 0 ♣♦✉r t♦✉t i✳ ❏✉st✐✜❡③ ✈♦tr❡ ré♣♦♥s❡✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❧❡ ♣r♦❞✉✐t
NT ♣❡✉t êtr❡ ❣r❛♥❞✮✳ ❖♥ ✈❛ ❝❤❡r❝❤❡r ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡
❝❛❧❝✉❧s ❧♦rsq✉✬♦♥ ❞♦♥♥❡ ✉♥ t❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ à ✉♥ s♦❧✈❡r✳

✷✳ ❙♦✐t i∗ ❡t τ∗ t❡❧s q✉❡ mi∗ +
∑

k∈Yi∗
mk >

∑τ∗

τ ′=1 Mτ ′ ✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ (i∗, τ∗) ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
♣❛✐r❡✳ ❊①♣❧✐q✉❡③ ♣♦✉rq✉♦✐ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡
✶✳ s❛t✐s❢❛✐t xi∗,τ∗ = 0 ❧♦rsq✉❡ (i∗, τ∗) ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❛✐r❡✳

✸✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡✉① ❜❧♦❝s i∗ ❡t j∗ ❡t ✉♥❡ ❛♥♥é❡ τ∗ t❡❧s q✉❡
∑

k∈Yi∗∪Yj∗∪{i∗}∪{j∗}
mk >

∑τ∗

τ ′=1 Mτ ′ ✳ ❖♥ ❞✐t ❛❧♦rs q✉❡ (i∗, j∗, τ∗) ❡st ✉♥ ❜♦♥ tr✐♣❧❡t✳ ❊①♣❧✐q✉❡③ ♣♦✉rq✉♦✐ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥
ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ✶✳ s❛t✐s❢❛✐t xi∗,τ∗ + xj∗,τ∗ ≤ 1 ❧♦rsq✉❡
(i∗, j∗, τ∗) ❡st ✉♥ ❜♦♥ tr✐♣❧❡t ✭♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❡st ✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❜♦♥ tr✐♣❧❡t✮✳

✹✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡ s♦❧✈❡r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣❛r ✉♥ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞❡ ❧❛
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✭♦✉ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ❖♥ ✜①❡ à 0 ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✐❝é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♣❛✐r❡✳ ❖♥
❛❥♦✉t❡ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ✶✳ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r ❞❡s
❜♦♥s tr✐♣❧❡ts✳ ❊①♣❧✐q✉❡③ ♣♦✉rq✉♦✐ ❝❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ ♣❛s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❡t ❡♥ q✉♦✐ ❝❡❧❛ ✈❛ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ✭❛✉ ♠♦✐♥s ♣♦✉r ❧❡s ❣r❛♥❞❡s
✐♥st❛♥❝❡s✮✳

✽✹
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❘❊▼P▲■❙❙❆●❊ ❉❊ ❈❖◆❚❊◆❊❯❘❙

▲❡ t❤è♠❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ♦♥ ❛ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❞❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡♥t r❡♠♣❧✐r
❛✉ ♠✐❡✉① ❄ ❊❝r✐t ❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛ss❡③ ✐♠♣ré❝✐s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♥♦✉s ❢♦❝❛❧✐s❡r s✉r ❞❡✉①
♣r♦❜❧è♠❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs q✉✐ r❡♥tr❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝❛té❣♦r✐❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ s❛❝✲à✲❞♦s ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✉ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❛❝✲à✲❞♦s ❛ ❞é❥à été ✈✉ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✱ ♠❛✐s
❛❧❧♦♥s ❞✐s❝✉t❡r ❞✬❛✉tr❡s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❛❝✲à✲❞♦s ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣❡✉t s❡ ❞é❝r✐r❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♦♥ ❛ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ♣♦✐❞s ❡t ❞❡ ✈❛❧❡✉r ✈❛r✐❛❜❧❡ ❀ ♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ s❡✉❧
❝♦♥t❡♥❡✉r ✭❧❡ s❛❝✲à✲❞♦s✮ q✉✐ ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ❀ r❡♠♣❧✐r ❧❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
à ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡s ♦❜❥❡ts st♦❝❦és✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣❡✉t s❡ ❞é❝r✐r❡ ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♦♥ ❛ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ t❛✐❧❧❡ ✈❛r✐é❡ ❡t ✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r ❀ tr♦✉✈❡r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ t♦✉t st♦❝❦❡r✳

❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥t ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡s ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ✿ st♦❝❦❡r ❞❡s
♣r♦❞✉✐ts✱ r❡♠♣❧✐r ❞❡s ❝❛♠✐♦♥s✱ ❡t❝✳

✽✳✶✳ ❙❛❝✲à✲❞♦s

✽✳✶✳✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ✖ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ❢♦r♠❡❧❧❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❛❝✲à✲❞♦s s✬é❝r✐t

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❛❝✲à✲❞♦s

❉♦♥♥é❡s ✿ ❞❡s ❡♥t✐❡rs n✱ w1, . . . , wn ❡t W ✱ ❡t ❞❡s ré❡❧s c1, . . . , cn✳

❚â❝❤❡ ✿ tr♦✉✈❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ S ⊆ {1, . . . , n} t❡❧ q✉❡ ∑j∈S wj ≤ W ❡t
∑

j∈S cj ❡st ♠❛①✐✲
♠✉♠✳

❈❡❧❛ ♣❡✉t s✬✐♥t❡r♣rét❡r ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ W ❡st ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✉ ❝♦♥t❡♥❡✉r✱ wi

❡st ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ ❧✬♦❜❥❡t i✱ ❡t ci s❛ ✈❛❧❡✉r✳ ❖♥ ❛ n ♦❜❥❡ts✱ ♠❡ttr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡♥❡✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
S ❞✬♦❜❥❡ts ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡✱ t♦✉t ❡♥ r❡s♣❡❝t❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥ ❧♦❣✐st✐q✉❡ s♦♥t é✈✐❞❡♥t❡s✳ ▼❛✐s ✐❧ ❡①✐st❡ ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s ♦ù ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ s❡ r❡tr♦✉✈❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ✜♥❛♥❝❡ ✿ ♦♥ ❛ ✉♥ ❜✉❞❣❡t ✜♥✐ W ✱ ♦♥ ❛ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts
✜♥❛♥❝✐❡rs i ❝♦ût❛♥t ❝❤❛❝✉♥ wi ❡t r❛♣♣♦rt❛♥t ci s✉r ❧✬❛♥♥é❡ à ✈❡♥✐r ❀ ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♣r♦✜t✳

❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❝❡r♥❡r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✶✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❛❝✲à✲❞♦s ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳



◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ✈✉ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ q✉✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ s✐ ❧❡s wi

s♦♥t ❡♥t✐❡rs ✭❝❡ à q✉♦✐ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs s❡ r❛♠❡♥❡r ❡♥ ❝❤❛♥❣❡❛♥t ❧✬✉♥✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡✮ ❡t s✐ W

♥✬❡st ♣❛s tr♦♣ ❣r❛♥❞✱ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❧❛q✉❡❧❧❡ ❢♦✉r♥✐t
✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣s❡✉❞♦✲♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ O(nW )✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡①❛❝t❡
♣❛r ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✱ q✉✐ ❡❧❧❡ ❞❡✈✐❡♥t ✉t✐❧❡ q✉❛♥❞ W ❡st ❣r❛♥❞✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①❤✐❜❡r ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✐♠♣❧❡ ❞❡ 1/2✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳

✽✳✶✳✷✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳ ✖
❖♥ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ s❛❝✲à✲❞♦s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s
❡♥t✐❡rs✳

max
∑n

j=1 cjxj

s✳❝✳
∑n

j=1 wjxj ≤W

xj ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , n}
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❡st ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡

♣♦ss✐❜❧❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣r❡♥❞r❡ q✉❡ ❞❡✉① ✈❛❧❡✉rs✱ ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳
❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ❡st◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ♠ê♠❡
❞❛♥s s❡s ✈❡rs✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s✳

▲❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
♣ré❝é❞❡♥t

max
∑n

j=1 cjxj

s✳❝✳
∑n

j=1 wjxj ≤W

0 ≤ xj ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , n}
P♦✉r ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡r ✭♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞✉ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✕ ✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✱ ♦♥ ♣♦✉rr❛✐t

❜✐❡♥ sûr ❢❛✐r❡ ❛♣♣❡❧ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡ ♦✉ à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡s ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs✳ ▼❛✐s ✐❧
❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ très s✐♠♣❧❡✱ ❣❧♦✉t♦♥✱ q✉✐ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ r❡❧â❝❤é ❝♦♥t✐♥✉✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
∑n

j=1 wj > W ✱ s✐♥♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❛s❝✲à✲❞♦s ❡st tr✐✈✐❛❧✳ ❊♥s✉✐t❡ ♦♥ ❢❛✐t

❈❧❛ss❡r ❧❡s ♦❜❥❡ts ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡
c1

w1
≥ c2

w2
≥ . . . ≥ cn

wn
.

P♦s❡r x1 = x2 = . . . = xj̄ := 1 ❛✈❡❝ j̄ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ❡♥t✐❡r t❡❧ q✉❡
∑j̄

j=1 wj ≤W ✳

P♦s❡r xj̄+1 :=
W−

Pj̄
j=1 wj

wj̄+1
✳

P♦s❡r xj̄+2 = . . . = xn := 0✳

▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✷✳ ✖ ❯♥ t❡❧ x ❡st s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ r❡❧â❝❤é ❝♦♥t✐♥✉✳

❊❧é♠❡♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ✖ ❖♥ ♣r♦✉✈❡ ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s✐ x ❡st ♦♣t✐♠❛❧ ❛✈❡❝ xi < 1✱ xk > 0 ❡t i < k✱
❛❧♦rs ci/wi = ck/wk✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ j̄ t❡❧ q✉❡
xi = 1 ♣♦✉r t♦✉t i < j̄ ✭s✐ j̄ ≥ 2✮ ❡t t❡❧ q✉❡ xi = 0 ♣♦✉r t♦✉t i > j̄ ✭s✐ j̄ ≤ n− 1✮✳ ▲❛ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r❡✳

❖♥ s❛✐t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ❞✬❛ss❡③ ❜♦♥♥❡ q✉❛❧✐té ✭r❡❧â❝❤é ❝♦♥t✐♥✉✮ ❡♥ O(n log(n))✳ ❈❡tt❡
❜♦r♥❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳ P♦✉r ❧❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡
✉s✉❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡♥ {0, 1} ✿ ✜①❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s à 0 ❡t ❞✬❛✉tr❡s à 1✳

✽✽



❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ss✐ ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡
✈♦✐r✳

✽✳✶✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ✖ ▲❛ ❜♦r♥❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é❝r✐r❡ ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t♠❡ 1/2✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐❢✳

❊♥ ❡✛❡t✱ r❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ j̄ ❝❛❧❝✉❧é ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ q✉✐ rés♦✉t ❧❡ r❡❧â❝❤é ❝♦♥t✐♥✉ ✭❝✐✲❞❡ss✉s✮✳

❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t j ♦♥ ❛ wj ≤W ✭s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✮✳ ❆❧♦rs
∑j̄+1

j=1 cj ❡st ✉♥❡ ❜♦r♥❡
s✉♣ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ {1, . . . , j̄} ❡t {j̄ + 1} s♦♥t ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ❧✬✉♥❡

❞❡s ❞❡✉① ét❛♥t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❞❡ ✈❛❧❡✉r ≥ 1
2

∑j̄+1
j=1 cj ✱ ✐✳❡✳ ❞❡ ✈❛❧❡✉r ≥ 1

2OPT ✳

❊♥ ré❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♠✐❡✉① ✿ ■❜❛rr❛ ❡t ❑✐♠ ❬✶✼❪ ♦♥t ♠♦♥tré ❡♥ ✶✾✼✺ q✉❡

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✶✳✸✳ ✖ P♦✉r t♦✉t ǫ > 0 ✜①é✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❡♥ O(n2 1
ǫ ) q✉✐

❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ 1
1+ǫ ✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐❢✳

✽✳✷✳ ❇✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣

✽✳✷✳✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ tr❛✐t❡ ❞✉ ❝❛s ♦ù ❧✬♦♥ ❛ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞❡
t❛✐❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞❡ ❝♦♥t❡♥❡✉rs✱ ❡t ♦ù ❧✬♦♥ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❝♦♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ ❝♦♥t❡♥❡✉rs ♣♦✉r r❛♥❣❡r t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts✳ ❊♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐
♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ✷❉ ♦✉ ❞❡ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ✸❉✮✱
❞❡s ✐♥❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐tés✱ ❡t❝✳

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é ❛✉ss✐ ❝✉tt✐♥❣✲st♦❝❦✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❞é❝♦✉♣❡s
✭❞❡ ♣✐è❝❡s ❞❡ t❡①t✐❧❡✱ ♠ét❛❧✱ ❡t❝✳✮✱ ♦ù ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡s ♣❡rt❡s✱ s❡ ♠♦❞é❧✐s❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥
s✐♠✐❧❛✐r❡✳

■❝✐✱ ♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡ ❛✉ ❝❛s ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ✶❉✳ ❈✬❡st ✉♥ ❝❛s ❞é❥à très ✉t✐❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧
♣❡✉t ❢♦✉r♥✐r ❞❡s ❜♦r♥❡s✱ êtr❡ ✉t✐❧✐s❡r ❡♥ s♦✉s✲r♦✉t✐♥❡s✱ ♦✉ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉❡r t❡❧ q✉❡❧ ✭♥♦♠❜r❡ ♠✐♥ ❞❡
❈❉✲r♦♠ ♣♦✉r st♦❝❦❡r ❧❡ ❝♦♥t❡♥✉ ❞✬✉♥ ❞✐sq✉❡ ❞✉r✱ ❞é❝♦✉♣❡r ❞❡s ♣❧❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉rs ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❛♥s ❞❡s ❣r❛♥❞❡s ♣❧❛♥❝❤❡s ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ✜①é❡✱ ❞é❝♦✉♣❡ ❞❛♥s ❞❡s ❜❛♥❞❡s ❞❡ t✐ss✉✱ ❡t❝✳✮✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬é❝r✐t ❛❧♦rs ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣

❉♦♥♥é❡s ✿ ❞❡s ♥♦♠❜r❡s ♣♦s✐t✐❢s ♦✉ ♥✉❧s a1, . . . , an ≤ 1✳

❚â❝❤❡ ✿ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ k ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ f : {1, . . . , n} → {1, . . . , k} ❛✈❡❝∑i: f(i)=j ai ≤
1 ♣♦✉r t♦✉t j ∈ {1, . . . , k} t❡❧s q✉❡ k s♦✐t ♠✐♥✐♠✉♠✳

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✶✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

◆♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ♠❛✐s t♦✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t
❞✬❛t❡❧✐❡r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❡♥❝♦r❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❞❡ ✏♣❡t✐t❡✑ t❛✐❧❧❡ ♥♦♥ rés♦❧✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡
❡t ♠♦t✐✈❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❞❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❛♥s ❝❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s
❧✬✐♥st❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ❞♦♥t ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s à ❝❡ ❥♦✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡(1)✳

t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❜♦ît❡ ✿ ✶✺✵
♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❜❥❡ts ✿ ✶✷✵
t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ✿ ✶✵✵ ✷✷ ✷✺ ✺✶ ✾✺ ✺✽ ✾✼ ✸✵ ✼✾ ✷✸ ✺✸ ✽✵ ✷✵ ✻✺ ✻✹ ✷✶ ✷✻ ✶✵✵ ✽✶ ✾✽ ✼✵ ✽✺ ✾✷ ✾✼
✽✻ ✼✶ ✾✶ ✷✾ ✻✸ ✸✹ ✻✼ ✷✸ ✸✸ ✽✾ ✾✹ ✹✼ ✶✵✵ ✸✼ ✹✵ ✺✽ ✼✸ ✸✾ ✹✾ ✼✾ ✺✹ ✺✼ ✾✽ ✻✾ ✻✼ ✹✾ ✸✽ ✸✹ ✾✻ ✷✼ ✾✷

(1)s♦✉r❝❡ ✿ ❧❛ ♣❛❣❡ ✇❡❜ ❞✉ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❊r✐❝ ❚❛✐❧❧❛r❞ ❤tt♣ ✿✴✴♠✐st✐❝✳❤❡✐❣✲✈❞✳❝❤✴t❛✐❧❧❛r❞✴

✽✾



✽✷ ✻✾ ✹✺ ✻✾ ✷✵ ✼✺ ✾✼ ✺✶ ✼✵ ✷✾ ✾✶ ✾✽ ✼✼ ✹✽ ✹✺ ✹✸ ✻✶ ✸✻ ✽✷ ✽✾ ✾✹ ✷✻ ✸✺ ✺✽ ✺✽ ✺✼ ✹✻ ✹✹ ✾✶ ✹✾ ✺✷
✻✺ ✹✷ ✸✸ ✻✵ ✸✼ ✺✼ ✾✶ ✺✷ ✾✺ ✽✹ ✼✷ ✼✺ ✽✾ ✽✶ ✻✼ ✼✹ ✽✼ ✻✵ ✸✷ ✼✻ ✽✺ ✺✾ ✻✷ ✸✾ ✻✹ ✺✷ ✽✽ ✹✺ ✷✾ ✽✽ ✽✺
✺✹ ✹✵ ✺✼

♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ ✿ ✺✶ ❜♦ît❡s✳

▲❡ ❞é✜ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥ ♠♦✐♥s ❞❡ ✺✶ ❜♦ît❡s✱ ♦✉ ❛❧♦rs ❞❡ ♣❛r✈❡♥✐r à ♠♦♥tr❡r q✉❡
✺✶ ❜♦ît❡s ❡st ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ✭◆❊❳❚✲❋■❚✱ ❋■❘❙❚✲❋■❚✱ ❋■❘❙❚✲❋■❚ ❉❊❆❈❘■❙■◆●✮✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s
❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳

✽✳✷✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ✖ ❖♥ ❛ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ q✉✐ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡s
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✭✷✼✮

⌈

n
∑

i=1

ai

⌉

≤ OPT,

♦ù OPT ❞és✐❣♥❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣✳
❈❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ s❡ ♠♦♥tr❡ ❡♥ ♥✉♠ér♦t❛♥t ❧❡s ❜♦ît❡s ❞❡ 1 à OPT ❞❛♥s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ♥♦t❡ o(j) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s i ❞✬♦❜❥❡t t❡❧s q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t i s♦✐t ❞❛♥s ❧❛ ❜♦ît❡ j✳ ▲❡s
o(j) ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥ ❞❡ {1, . . . , n}✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝

OPT
∑

j=1

1 ≥
OPT
∑

j=1

∑

i∈o(j)

ai =
n
∑

i=1

ai.

▲❡ ❢❛✐t q✉❡ OPT s♦✐t ❡♥t✐❡r ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ✭❛❥♦✉t ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❡♥t✐èr❡s✮✳

✽✳✷✳✷✳✶✳ ◆❊❳❚✲❋■❚✳ ✖ ❏❡ ♣r❡♥❞s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❧❡s ✉♥s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❉ès q✉❡ ❧✬♦❜❥❡t i ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❛ ❜♦ît❡ ❝♦✉r❛♥t❡✱ ❥❡ ♣❛ss❡ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜♦ît❡✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡ ✿

❈♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r k := 1✱ i := 1✱ ❡t S := 0✳ ❘é♣ét❡r

❙✐ S + ai > 1✱ ❢❛✐r❡ k := k + 1 ❛♥❞ S := 0✳ ❙✐♥♦♥✱ ❢❛✐r❡ f(i) := k✱
S := S + ai ❡t i := i + 1✳

❖♥ ❛

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✷✳ ✖ ◆❊❳❚✲❋■❚ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ SOL t❡❧❧❡ q✉❡

SOL ≤ 2OPT − 1.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❖♥ ✈❡✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ k ❢♦✉r♥✐t ♣❛r ◆❊❳❚✲❋■❚ ❡st t❡❧ q✉❡ k ≤ 2OPT − 1✳
❖♥ ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✭✷✼✮ ⌈∑n

i=1 ai⌉ ≤ OPT ✳ ❖♥ ✈❛ ❞♦♥❝ ♠♦♥tr❡r q✉❡ k ≤ 2 ⌈∑n
i=1 ai⌉ − 1✳

P♦✉r j = 1, . . . ,
⌊

k
2

⌋

♦♥ ❛
∑

i: f(i)∈{2j−1,2j}

ai > 1,

♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ◆❊❳❚✲❋■❚✳
❊♥ s♦♠♠❛♥t ✿

⌊

k

2

⌋

<
n
∑

i=1

ai,

✾✵



q✉✐ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡

k − 1

2
≤
⌈

n
∑

i=1

ai

⌉

− 1,

❝❡ q✉✬♦♥ ✈♦✉❧❛✐t ♠♦♥tr❡r✳

✽✳✷✳✷✳✷✳ ❋■❘❙❚✲❋■❚✳ ✖ ❏❡ ♣r❡♥❞s ❧❡s ♦❜❥❡ts ❧❡s ✉♥s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s✳ ❏❡ ♠❡ts ❧✬♦❜❥❡t i ❞❛♥s ❧❛
❜♦ît❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t r❛♥❣ ♦ù ✐❧ ♣❡✉t ❡♥tr❡r✳

❉❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡✱

♣♦s❡r i := 1✳ ❘é♣ét❡r ✿

♣♦s❡r f(i) := min
{

j ∈ N :
∑

h<i: f(h)=j ah + ai ≤ 1
}

❀ ♣♦s❡r i := i + 1✳

P♦s❡r k := maxi∈{1,...,n} f(i).

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✸✳ ✖ ❋■❘❙❚✲❋■❚ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ SOL t❡❧❧❡ q✉❡

SOL ≤
⌈

17

10
OPT

⌉

.

✽✳✷✳✷✳✸✳ ❋■❘❙❚✲❋■❚ ❉❊❈❘❊❆❙■◆●✳ ✖ ❏❡ tr✐❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ♦❜❥❡ts ♣❛r ai ❞é❝r♦✐ss❛♥t✳ P✉✐s ❥✬❛♣✲
♣❧✐q✉❡ ❋■❘❙❚✲❋■❚✳

❚❤é♦rè♠❡ ✽✳✷✳✹✳ ✖ ❋■❘❙❚✲❋■❚ ❉❊❈❘❊❆❙■◆● ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ SOL t❡❧❧❡ q✉❡

SOL ≤ 3

2
OPT.

▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐❡rs ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s✉r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ❡st q✉✬✐❧s ♣❡✉✈❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ♦♥✲❧✐♥❡✱
❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❧❡s ❢❛✐r❡ t♦✉r♥❡r ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ♦❜❥❡ts ❛rr✐✈❡♥t ❧❡s ✉♥s ❛♣rès ❧❡s ❛✉tr❡s ❡t
q✉✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❢✉t✉rs✳

✽✳✷✳✸✳ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳ ✖

✽✳✷✳✸✳✶✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▲◆❊✳ ✖ P♦✉r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✱ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡
❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✈❛ s✬❛✈ér❡r ✉t✐❧❡✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ K ❜♦ît❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ♣❡✉t ❛❧♦rs s✬é❝r✐r❡

✭✷✽✮

min
∑K

j=1 zj

s✳❝✳
∑K

j=1 yji = 1 ♣♦✉r i = 1, . . . , n
∑n

i=1 aiyji ≤ zj ♣♦✉r j = 1, . . . ,K

yji, zi ∈ {0, 1} ♣♦✉r i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,K

♦ù zj = 1 s✐ ❧❛ ❜♦ît❡ j ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❡t yji = 1 s✐ ❧✬♦❜❥❡t i ❡st ♠✐s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦ît❡ j✳

✽✳✷✳✸✳✷✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳ ✖ ❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ s✬♦❜t✐❡♥t ♣❛r
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✿

min
∑K

j=1 zj

s✳❝✳
∑K

j=1 yji = 1 ♣♦✉r i = 1, . . . , n
∑n

i=1 aiyji ≤ zj ♣♦✉r j = 1, . . . ,K

yji, zi ≥ 0 ♣♦✉r i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,K

yji, zi ≤ 1 ♣♦✉r i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,K

❈✬❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❡
♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✳

✾✶



✽✳✷✳✸✳✸✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ✖ ❖♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡♥ ✏♦✉❜❧✐❛♥t✑ ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s

∑K
j=1 yji = 1✳ ❖♥ é❝r✐t ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥

L(y, z, λ) :=

K
∑

j=1

zj +

n
∑

i=1

λi(

K
∑

j=1

yji − 1).

❙✐ ♦♥ ♥♦t❡ v ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✷✽✮✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣✱ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs

v = inf
x∈X

sup
λ∈Λ
L(x, λ) ≥ sup

λ∈Λ
inf

x∈X
L(x,λ) = sup

λ∈Λ
G(λ),

♦ù
G : Λ → R ∪ {−∞}

G(λ) 7→ infx∈X L(x, λ),

❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉❛❧❡✳
❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st ❝♦♥❝❛✈❡ ❡t ❛✣♥❡ ♣❛r ♠♦r❝❡❛✉① ❡t q✉❡ ❧✬✐❞é❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥

❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡st ❞✬✉t✐❧✐s❡r supλ∈Λ G(λ) ❝♦♠♠❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ✭♦✉ ♠ê♠❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ G(λ)

♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠✮✳
■❝✐✱

G(λ) := min
∑K

j=1 zj +
∑n

i=1 λi(
∑K

j=1 yji − 1)

s✳❝✳

∣

∣

∣

∣

∑n
i=1 aiyji ≤ zj ♣♦✉r j = 1, . . . ,K

yji, zi ∈ {0, 1} ♣♦✉r i = 1, . . . , n; j = 1, . . . ,K

s❡ réé❝r✐t

G(λ) :=

n
∑

i=1

λi +

K
∑

j=1

Sj

❛✈❡❝ Sj := miny,z∈{0,1} {z +
∑n

i=1 λiyi :
∑n

i=1 aiyi ≤ z}✳
❖♥ ❞♦✐t ❞♦♥❝ rés♦✉❞r❡ K ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ s❛❝✲à✲❞♦s ✭q✉✐tt❡ à ♠✉❧t✐♣❧✐❡r ♣❛r ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ♣♦✉r

❛✈♦✐r ❞❡s ❡♥t✐❡rs✮ ✿ Sj := miny,z∈{0,1} {z +
∑n

i=1 λiyi :
∑n

i=1 aiyi ≤ z}✳
❖♥ s❛✐t ❞♦♥❝ ❝❛❧❝✉❧❡r G(λ) ✭❛ss❡③✮ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡t tr♦✉✈❡r ❧❡s y, z ❧❡ ré❛❧✐s❛♥t✳ ❊t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱

♦♥ s❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s✉r✲❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♥❝❛✈❡ G(λ)✱ ❡t ❞♦♥❝ ❧❛ ♠❛①✐♠✐s❡r✳

❊①❡r❝✐❝❡s

✽✳✷✳✹✳ ■♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r ❧❡ s❛❝✲à✲❞♦s✳ ✖ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛❝✲à✲❞♦s ❛✈❡❝
a1, . . . , an, b ❞❡s ré❡❧s ♣♦s✐t✐❢s✳ ❖♥ ♥♦t❡ S ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s

S :=

{

x ∈ {0, 1}n :
n
∑

i=1

aixi ≤ b

}

.

❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞é♣❡♥❞❛♥t t♦✉t ❡♥s❡♠❜❧❡ C ⊆ {1, . . . , n} t❡❧ q✉❡ ∑i∈C ai > b✳

✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ t♦✉t x ∈ S s❛t✐s❢❛✐t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té
∑

i∈E(C)

xi ≤ |C| − 1,

♦ù E(C) = C ∪ {j : aj ≥ maxi∈C ai}✳
✷✳ ❊①♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐tés ❞❛♥s ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛❝✲à✲❞♦s

❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳

✾✷



✽✳✷✳✺✳ ■♥é❣❛❧✐tés ✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r ❧❡ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣✳ ✖ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ P▲◆❊ ❞✉
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ st♦❝❦ ❞❡ K ❜♦ît❡s ❞❡ t❛✐❧❧❡ 1✳

min
∑K

j=1 zj

s✳❝✳
∑K

j=1 yji = 1 ♣♦✉r i = 1, . . . , n
∑n

i=1 aiyji ≤ zj ♣♦✉r j = 1, . . . ,K

yji, zi ∈ {0, 1} ♣♦✉r i = 1, . . . , n;

j = 1, . . . ,K

♦ù zj = 1 s✐ ❧❛ ❜♦ît❡ j ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❡t yji = 1 s✐ ❧✬♦❜❥❡t i ❡st ♠✐s ❞❛♥s ❧❛ ❜♦ît❡ j✳

✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉✬❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s zj ≥ zj+1✱ ♣♦✉r j = 1, . . . ,K − 1✱ ♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ à
♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣✳

✷✳ ▼ê♠❡ q✉❡st✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∑K

j=1 zj ≥ ⌈
∑n

i=1 ai⌉✳
✸✳ ❊①♣❧✐q✉❡r ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ t②♣❡ ❞✬✐♥é❣❛❧✐té ❞❛♥s ✉♥❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣

❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳

✽✳✷✳✻✳ ●r♦s ♦❜❥❡ts✳ ✖ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥ ✐♥st❛♥❝❡ a1, . . . , an ❞✉ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ s♦✐t t❡❧❧❡ q✉❡
ai > 1

3 ♣♦✉r t♦✉t i = 1, . . . , n✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs q✉❡ ❧❡s ❝♦♥t❡♥❡✉rs s♦♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ 1✳

✶✳ ▼♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ♠♦❞é❧✐s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡
❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡✳

✷✳ ▼♦♥tr❡r ❝♦♠♠❡♥t ❡♥ ré❛❧✐té ♦♥ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ O(n log(n))✳

✽✳✷✳✼✳ ❈❛❧❝✉❧ ❣❧♦✉t♦♥ ❞❡ r❡❧â❝❤é ❝♦♥t✐♥✉ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛❝✲à✲❞♦s✳ ✖ ❈♦♠♣❧ét❡r ❧❛
♣r❡✉✈❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ✽✳✶✳✷✳

✾✸





❈❍❆P■❚❘❊ ✾

P❖❙■❚■❖◆◆❊▼❊◆❚ ❉✬❊◆❚❘❊PÔ❚❙

❉❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞é❝✐s✐♦♥s é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ♠❡tt❡♥t ❡♥ ❥❡✉ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ♦✉ ❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡
❞é♣ôts✱ ❞✬✉s✐♥❡s✱ ❞❡ r❡❧❛✐s✱ ❞✬❤ô♣✐t❛✉①✱ ❡t❝✳ ❛✜♥ ❞❡ ré♣♦♥❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ à ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✳

✾✳✶✳ ❋♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥

▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣ôts ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣ôts ✿

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝❧✐❡♥ts D✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬❡♥tr❡♣ôts ♣♦t❡♥t✐❡❧s F ✱ ✉♥ ❝♦ût
✜①❡ fi ∈ R+ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥tr❡♣ôt i ∈ F ❡t ✉♥ ❝♦ût ❞❡ s❡r✈✐❝❡ cij ∈ R+ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
i ∈ F ❡t j ∈ D✳

❉❡♠❛♥❞❡ ✿ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ X ⊆ F ✭❞✐ts ❡♥tr❡♣ôts ♦✉✈❡rts✮ ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥
σ : D → X ❞❡s ❝❧✐❡♥ts ❛✉① ❡♥tr❡♣ôts ♦✉✈❡rts✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té

∑

i∈X

fi +
∑

j∈D

cσ(j)j

s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✐♥♣✉t ❡t ❞✬♦✉t♣✉t ♣♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥♥é ❋✐❣✉r❡s ✶ ❡t ✷✳
❖♥ ❞✐t q✉✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ❧❡ ❝❛s ♠étr✐q✉❡ s✐

cij + ci′j + ci′j′ ≥ cij′ ♣♦✉r t♦✉t i, i′ ∈ F ❡t j, j′ ∈ D.

❈✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡ ❝❛s ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ❝♦ûts ❞❡ s❡r✈✐❝❡s cij s♦♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧s à ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡
❣é♦♠étr✐q✉❡✳ ❈❡tt❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❝♦♥t✐❡♥t ♣❧✉s ❞❡ t❡r♠❡s q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ à
❧❛q✉❡❧❧❡ ❡❧❧❡ r❡ss❡♠❜❧❡✳ ❈✬❡st ❞û ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s ❝♦ûts ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞é✜♥✐s ❡♥tr❡ ❡♥tr❡♣ôts ♦✉ ❡♥tr❡
❝❧✐❡♥ts✳

❈♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✾✳✶✳✶✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣ôts ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ♠ê♠❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ♠étr✐q✉❡✳

❖♥ ✈❛ ✈♦✐r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❞é❝♦✉✈❡rt ❡♥ ✶✾✾✼✮✱ ❞❡ ❜♦♥s s❝❤é♠❛s
❞❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✱ ❡t ❡♥✜♥ ❞❡s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ très ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳



Emplacement potentiel d’un entrepôt

Client

❋✐❣✳ ✶✳ ▲❡s ❞♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣ôts✳

❋✐❣✳ ✷✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣ôts✳

✾✳✷✳ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞

✾✳✷✳✶✳ Pr♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ✖ ❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥
s❝❤é♠❛ ❞❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❡st ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣❛r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ■❝✐✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✬é❝r✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s♦✉s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳

✾✻



▼✐♥
∑

i∈F fiyi +
∑

i∈F

∑

j∈D cijxij

s✳❝✳ xij ≤ yi i ∈ F , j ∈ D ✭✶✮
∑

i∈F xij = 1 j ∈ D ✭✷✮
xij ∈ {0, 1} i ∈ F , j ∈ D ✭✸✮
yi ∈ {0, 1} i ∈ F . ✭✹✮

❖♥ ❡st ❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✱ à ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s {0, 1}✱ ❛✈❡❝ ✉♥
♥♦♠❜r❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

✾✳✷✳✷✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ✖ ❖♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✉ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❞❛♥s
s❛ ✈❡rs✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ▲❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t s❡ ❢❛✐t s✉r ❧❡s ❝❤♦✐① ❞❡ ✜①❡r à 0 ♦✉ à 1 ❝❡rt❛✐♥❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s xij ❡t yi✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ♣❛r ❧❡ r❡❧â❝❤é ❝♦♥t✐♥✉ ✿

✭✷✾✮

▼✐♥
∑

i∈F fiyi +
∑

i∈F

∑

j∈D cijxij

s✳❝✳ xij ≤ yi i ∈ F , j ∈ D ✭✶✮
∑

i∈F xij = 1 j ∈ D ✭✷✮
0 ≤ xij i ∈ F , j ∈ D ✭✸✮
0 ≤ yi i ∈ F . ✭✹✮

✾✳✷✳✸✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ✖ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣❛r
r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ❘❡❧â❝❤♦♥s ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✷✮

∑

i∈F xij = 1 ♣♦✉r j ∈ F ✳
❖♥ é❝r✐t ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥

L(x,y,λ) =
∑

i∈F

fiyi +
∑

i∈F

∑

j∈D

cijxij +
∑

j∈D

λj

(

1−
∑

i∈F

xij

)

.

◆♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à rés♦✉❞r❡

min
x∈{0,1}F×D,y∈{0,1}F : xij≤yi

max
λj∈R

L(x, y,λ).

❯♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞♦♥❝ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r

max
λj∈R

min
x∈{0,1}F×D,y∈{0,1}F : xij≤yi

L(x, y,λ),

❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t

G(λ) := min
x∈{0,1}F×D,y∈{0,1}F : xij≤yi

L(x, y,λ),

♦♥ ❛ G(λ) ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ RF ✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❜♦r♥❡ ét❛♥t

max
λ∈RF

G(λ)

❖♥ ✈❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r G(λ)✱ ✐✳❡✳ ❞❡ rés♦✉❞r❡ à λ ✜①é

min
x∈{0,1}F×D,y∈{0,1}F : xij≤yi

L(x,y,λ).

■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✿ G(λ) := minx∈{0,1}F×D,y∈{0,1}F : xij≤yi
L(x,y,λ)✳

❊♥ ❡✛❡t ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡
G(λ) =

∑

j∈D

λj +
∑

i∈F

di(λ)

❛✈❡❝
di(λ) = min

xi · ∈{0,1}D,yi∈{0,1},xij≤yi

fiyi +
∑

j∈D

(cij − λj)xij .

✾✼



❈❤❛❝✉♥ ❞❡s di s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t yi = 0

q✉✐ ✐♠♣♦s❡ di = 0 ❡t ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t yi = 1 q✉✐ ✐♠♣♦s❡ xij = 0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ cij ≥ λj ✳

✾✳✸✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✷✾✮ ❡t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✉❛❧

▼❛①
∑

j∈D vj

s✳❝✳ vj − wij ≤ cij i ∈ F , j ∈ D ✭✶✮
∑

j∈D wij ≤ fi i ∈ F ✭✷✮
wij ≥ 0 i ∈ F , j ∈ D ✭✸✮

❡t ♥♦t♦♥s (x∗,y∗) ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞✉ ♣r✐♠❛❧ ❡t (v∗,w∗) ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s ❞✉ ❞✉❛❧✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙❤♠♦②s✲❚❛r❞♦s✲❆❛r❞❛❧ ❬✷✸❪ ✭❞✉ ♥♦♠ ❞❡ s❡s ✐♥✈❡♥t❡✉rs(1)✮ ♣r❡♥❞ ❝❡s s♦❧✉t✐♦♥s

♦♣t✐♠❛❧❡s (x∗,y∗) ❡t (v∗,w∗)✳ ❆ ♣❛rt✐r ❞✬❡❧❧❡s✱ ✐❧ ❝♦♥str✉✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣ôts ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

❈❤♦✐s✐r ❧❡ ❝❧✐❡♥t j1 t❡❧ q✉❡ v∗j1 s♦✐t ♠✐♥✐♠✉♠✳ ❈❤♦✐s✐r ❧✬❡♥tr❡♣ôt i1 t❡❧ q✉❡ x∗
i1j1

> 0 ❡t fi1

♠✐♥✐♠✉♠✳ ❚♦✉s ❧❡s ❝❧✐❡♥ts j ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ✐❧ ❡①✐st❡ i t❡❧s q✉❡ x∗
ij1

> 0 ❡t x∗
ij > 0 s♦♥t ❛✛❡❝tés à

❧✬❡♥tr❡♣ôt i1✳
❖♥ ❡✛❛❝❡ t♦✉s ❧❡s ❝❧✐❡♥ts q✉✐ ♦♥t été ❛✛❡❝tés✱ ❡t ♦♥ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡✳ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs j2✱ i2✱ ❡t❝✳
▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐❧❧✉stré ❋✐❣✉r❡s ✸ ❡t ✹✳

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✸✳✶✳ ✖ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❙❤♠♦②s✲❚❛r❞♦s✲❆❛r❞❛❧ r❡t♦✉r♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ ✈❛✉t ❛✉
♣❧✉s 4 ❢♦✐s ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣ôt ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♠étr✐q✉❡✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❛ été tr♦✉✈é ❡♥ ✶✾✾✼✳ ❆✉♣❛r❛✈❛♥t✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
ét❛✐t ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ P❛r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡s é❝❛rts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭é❝❛rts ❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✲ ✈♦✐r
❈❤❛♣✐tr❡ ✹✮✱ ♦♥ ❛

x∗
ij > 0 ⇒ cij ≤ v∗j .

P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ ❝♦ût ❞❡ s❡r✈✐❝❡ ❞✉ ❝❧✐❡♥t j ❡st ❛✉ ♣❧✉s

cikj ≤ cij + cijk
+ cikjk

≤ v∗j + 2v∗jk
≤ 3v∗j

♦ù i ❡st t❡❧ q✉❡ x∗
ij > 0 ❡t x∗

ijk
> 0✳

▲❡ ❝♦ût ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣ôt ik ♣❡✉t êtr❡ ♠❛❥♦ré ♣❛r

fik ≤
∑

i∈F : x∗
ijk

>0

x∗
ijk

fi ≤
∑

i∈F : x∗
ijk

>0

y∗i fi.

❈♦♠♠❡ x∗
ijk

> 0 ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ x∗
ijk′

= 0 ♣♦✉r t♦✉t k′ 6= k✱ ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s
❡♥tr❡♣ôts ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r

∑

i∈F y∗i fi✳
▲❡ t♦t❛❧ ❡st ♠❛❥♦ré ♣❛r 3

∑

j∈D v∗j +
∑

i∈F y∗i fi✱ q✉✐ ❡st ♣❧✉s ♣❡t✐t q✉❡ 4 ❢♦✐s ❧❛ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡
❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s✳

(1)▲✬❛♠❜✐❣✉✐té ❞✉ t❡r♠❡ ✓ ✐♥✈❡♥t❡✉r ✔ ✕ r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❛r❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡♥t❡✉r ❞✬✉♥ trés♦r ❡t ♥♦♥ ❞❡ s♦♥ ✓ ❞é✲

❝♦✉✈r❡✉r ✔♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❞❡ s❡ ♠❡ttr❡ à ❞♦s t❛♥t ❧❡s ♣❛rt✐s❛♥ts q✉❡ ❧❡s ❞étr❛❝t❡✉rs ❞❡ ❧❛ ♣ré❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts

♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳

✾✽



✶✮

x∗

ij > 0

✷✮

j1: tel que v∗j1 minimum

✸✮

j1: tel que v∗j1 minimum

i1: tel que fi1 minimum parmi les i tels que xij1 > 0

✹✮

✺✮ ✻✮

j2: tel que v∗j2 minimum

❋✐❣✳ ✸✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❝❤♠♦②s✲❚❛r❞♦s✲❆❛r❞❛❧✳

✾✳✹✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s
s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❯♥❡ ❢♦✐s ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞é✜♥✐✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧é♠❡♥t❡r ❞❡s ♠ét❛❤❡✉✲
r✐st✐q✉❡s ❞✉ t②♣❡ t❛❜♦✉✱ ré❝✉✐t s✐♠✉❧é✱ ❡t❝✳✳✳

❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣ôts✱ ✐❧ ❡st très ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s✉r ❧✬❡s♣❛❝❡
❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ✐❞❡♥t✐✜é à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s X

❞❡ F ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥❡ ❢♦✐s X ✜①é✱ ♦♥ ❛ t♦✉❥♦✉rs ✐♥térêt à ❛✛❡❝t❡r ❧❡ ❝❧✐❡♥t j à ❧✬❡♥tr❡♣ôt ♦✉✈❡rt
i ∈ X ♠✐♥✐♠✐s❛♥t cij ✳

❊♥s✉✐t❡✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ X ′ ❡st ✈♦✐s✐♥ ❞❡ X s✐ ❧✬♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡s ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s

✶✳ X ′ := X \ {x} ♣♦✉r ✉♥ x ∈ X✱ ✭❞r♦♣✮

✷✳ X ′ := X ∪ {x′} ♣♦✉r ✉♥ x′ ∈ F \X ✭❛❞❞✮ ♦✉

✾✾



✼✮ ✽✮

j3: tel que v∗j3 minimum

✾✮

j3: tel que v∗j3 minimum

i3: tel que fi3 minimum parmi les i tels que x∗

ij3
> 0

✶✵✮

j3: tel que v∗j3 minimum

i3: tel que fi3 minimum parmi les i tels que x∗

ij3
> 0

✶✶✮ ✶✷✮

j4: tel que v∗j4 minimum

✶✸✮

❋✐❣✳ ✹✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❙❝❤♠♦②s✲❚❛r❞♦s✲❆❛r❞❛❧ ✭s✉✐t❡✮✳

✶✵✵



✸✳ X ′ := X \ {x} ∪ {x′} ✭s✇❛♣✮✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣ôts✱ ♦♥ ❛ ré❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s ❛♥♥é❡s ✷✵✵✵ q✉❡

❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ét❛✐t ❡①trê♠❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡ ✭♣❧✉s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❘❖✮✳
❖♥ ❛ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐✈❛♥t ❬✷❪

❚❤é♦rè♠❡ ✾✳✹✳✶✳ ✖ ❙✐ X ❡st ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞é✜♥✐ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❛❧♦rs
X ✈❛✉t ❛✉ ♣❧✉s 3 ❢♦✐s ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❛ ♣r✐♦r✐ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ t❡♠♣s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ ♦♣t✐♠✉♠ ❧♦❝❛❧✳

✾✳✺✳ ❊①❡r❝✐❝❡s

✾✳✺✳✶✳ P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣ôts ❛✈❡❝ ❝❛♣❛❝✐té✳ ✖ ❖♥ r❡♣r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣♦s✐✲
t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣ôts ✈✉ ❡♥ ❝♦✉rs✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❝❡tt❡ ❢♦✐s ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✿ ❝❤❛q✉❡
❡♥tr❡♣ôt ♥❡ ♣❡✉t ❞❡ss❡r✈✐r q✉✬✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❧✐♠✐té ❞❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ▼♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t ❝♦♠♠❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡ ❝❧✐❡♥ts D✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞✬❡♥tr❡♣ôts ♣♦t❡♥t✐❡❧s F ✱ ✉♥ ❝♦ût
✜①❡ fi ∈ R+ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❡t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té Ki ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♥tr❡♣ôt i ∈ F ✱ ❡t ✉♥ ❝♦ût ❞❡ s❡r✈✐❝❡
cij ∈ R+ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ i ∈ F ❡t j ∈ D✳
❉❡♠❛♥❞❡ ✿ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ X ⊆ F ✭❞✐ts ❡♥tr❡♣ôts ♦✉✈❡rts✮ ❡t ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥
σ : D → X ❞❡s ❝❧✐❡♥ts ❛✉① ❡♥tr❡♣ôts ♦✉✈❡rts✱ t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i✱ ❧✬❡♥tr❡♣ôt i ♥❡ ❞❡ss❡r✈❡ ♣❛s
♣❧✉s ❞❡ Ki ❝❧✐❡♥ts✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐té

∑

i∈X

fi +
∑

j∈D

cσ(j)j

s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

✾✳✺✳✷✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡♥tr❡♣ôt✳ ✖ ❖♥ r❡✲
♣r❡♥❞ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ P▲◆❊ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡♥tr❡♣ôt✳

▼✐♥
∑

i∈F fiyi +
∑

i∈F

∑

j∈D cijxij

s✳❝✳ xij ≤ yi i ∈ F , j ∈ D ✭✶✮
∑

i∈F xij = 1 j ∈ F ✭✷✮
xij ∈ {0, 1} i ∈ F , j ∈ D ✭✸✮
yi ∈ {0, 1} i ∈ F . ✭✹✮

❉❛♥s ❧❡ ❝♦✉rs✱ ♦♥ ❛ r❡❧â❝❤é ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✷✮✳ ❘❡❧â❝❤❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✶✮ à ❧❛ ♣❧❛❝❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✷✮ ❡t ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥❝♦r❡ très s✐♠♣❧❡♠❡♥t✳

✾✳✺✳✸✳ P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣ôts✱ ❢♦r✇❛r❞ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❡t r❡✈❡rs❡ ❧♦❣✐st✐q✉❡✳ ✖ ▲❛
❧♦❣✐st✐q✉❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ♣r✐s❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡st ❧❛ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❢♦r✇❛r❞✱ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❛♣♣r♦✲
✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❧✐❡♥ts à ♣❛rt✐r ❞✬❡♥tr❡♣ôts✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧❧❡r♦♥s ❞❛♥s ❝❡t ❡①❡r❝✐❝❡ ❡♥tr❡♣ôts
❢♦r✇❛r❞✳ ▲❛ ❧♦❣✐st✐q✉❡ r❡✈❡rs❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s r❡t♦✉rs ✭❜✐❡♥s ♥♦♥ ❝♦♥s♦♠♠és ♣❛r ❧❡ ❝❧✐❡♥t✮ ✈❡rs ❞❡s
❡♥tr❡♣ôts r❡✈❡rs❡ ❝❤❛r❣és ❞❡ tr❛✐t❡r ❝❡s r❡t♦✉rs✳

P♦✉r ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s r❛✐s♦♥s ✭❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t❛❧❡s✱ ❞✉ré❡ ❞❡ ✈✐❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❞❡s ♣r♦❞✉✐ts✱ ✈❡♥t❡
à ❞✐st❛♥❝❡✮✱ ❧❛ r❡✈❡rs❡ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ♣r❡♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉♣♣❧② ❝❤❛✐♥✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡t ❡①❡r❝✐❝❡ ❡st ❞✬ét✉❞✐❡r ❧✬✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❡ ❝❡❧❛ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❡♥tr❡♣ôts✳

✶✵✶



❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ I ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✬❡♥tr❡♣ôts✱ ❡t
❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ J ❞❡ ❝❧✐❡♥ts✳ ▲❡s ❝❧✐❡♥ts s♦✉❤❛✐t❡♥t s✬❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡r ❡♥ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❜✐❡♥✱ ❞♦♥t ❧❛
q✉❛♥t✐té ❡st ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ré❡❧✳

▲❡ ❝♦ût ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥ ❡♥tr❡♣ôt ❢♦r✇❛r❞ ❡♥ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❡st ♥♦té fi ∈ R+ ❡t ❝❡❧✉✐ ❞✬✉♥
❡♥tr❡♣ôt r❡✈❡rs❡ ri ∈ R+✳ ▲❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❡♥tr❡♣ôt ❢♦r✇❛r❞ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ i ✭✐❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ t♦t❛❧❡
q✉✬✐❧ ♣❡✉t s❛t✐s❢❛✐r❡✮ ❡st ♥♦té❡ bi ❡t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞✬✉♥ ❡♥tr❡♣ôt r❡✈❡rs❡ ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ i ✭✐❡ ❧❡ r❡t♦✉r
t♦t❛❧ q✉✬✐❧ ♣❡✉t ❛❝❝❡♣t❡r✮ ❡st ♥♦té❡ ei✳ ❈❤❛q✉❡ ❝❧✐❡♥t j ❛ ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ hj ∈ R✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡
❝❧✐❡♥t j ❛ ✉♥ t❛✉① ❞❡ r❡t♦✉r αj ∈ [0, 1]✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✐❧ r❡♥✈♦✐❡ ✉♥❡ q✉❛♥t✐té αjhj ❞✉ ❜✐❡♥✳ ▲❡
❝♦ût ❞❡ tr❛♥♣♦rt ❞✬✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ❜✐❡♥ ❞✬✉♥ ❡♥tr❡♣ôt i à ✉♥ ❝❧✐❡♥t j✱ ♦✉ ❞✬✉♥ ❝❧✐❡♥t j à ❧✬❡♥tr❡♣ôt
i✱ ❡st cij ∈ R+✳

▲❡ ❜✐❡♥ ét❛♥t s✉♣♣♦sé ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❢r❛❝t✐♦♥♥❛❜❧❡✱ ✉♥ ❝❧✐❡♥t ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥é ♣❛r ♣❧✉✲
s✐❡✉rs ❡♥tr❡♣ôts ❢♦r✇❛r❞ ❀ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❡♥tr❡♣ôts r❡✈❡rs❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s
r❡t♦✉rs ❞✬✉♥ ❝❧✐❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞✬♦✉✈r✐r ❛✉ ♠ê♠❡ ❡♥❞r♦✐t i ❡♥ ❡♥tr❡♣ôt ❢♦r✇❛r❞ ❡t
✉♥ ❡♥tr❡♣ôt r❡✈❡rs❡✳

✶✳ Pr♦♣♦s❡r ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✐①t❡ ✭❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥t✐èr❡s
❡t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ré❡❧❧❡s✮ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✱
♣♦✉✈❛♥t tr❛✐t❡r t♦✉t❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❡t t♦✉s ❧❡s r❡t♦✉rs✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡ ❡♥
❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✿ ✉♥ ♣♦✉r ❧❡ ❢♦r✇❛r❞ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡ r❡✈❡rs❡✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ s✐ ♦♥ ♣❛r✈✐❡♥t à ♦✉✈r✐r ✉♥ ❡♥tr❡♣ôt ❢♦r✇❛r❞ ❡t ✉♥ ❡♥tr❡♣ôt r❡✈❡rs❡
❛✉ ♠ê♠❡ ❡♥❞r♦✐t i✱ ❝❡❧❛ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞❡s ❞❡✉① ❡♥tr❡♣ôts ❞✬✉♥❡ q✉❛♥t✐té si✳

✷✳ ▼♦❞✐✜❡r ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té✱ t♦✉t ❡♥
r❡st❛♥t ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✐①t❡✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✳

✸✳ Pr♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡t ❞✬✉♥ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❡t ❡①♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t
♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ❝♦♥str✉✐t❡ ✉♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳

✹✳ ❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ t②♣❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ❝♦♠♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❛
♠ét❤♦❞❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❜✐❡♥ ♥✬❡st ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡♠❡♥t ❢r❛❝t✐♦♥♥❛❜❧❡ ✭❧❡s q✉❛♥t✐tés s❡r♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s
❡♥t✐❡rs✮ ❡t q✉❡ ❧❡s αjhj ✱ ❧❡s hj ✱ ❧❡s bi ❡t ❧❡s ei s♦♥t ❡♥t✐❡rs ♣♦✉r t♦✉t i ❡t j ❄

✾✳✺✳✹✳ P♦s✐t✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞✬❛♠❜✉❧❛♥❝❡s✳ ✖ P♦✉r ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❡ t❡♠♣s ♠✐s ♣❛r ❧❡s ❛♠❜✉❧❛♥❝❡s
♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ✈✐❝t✐♠❡s ❞✬❛❝❝✐❞❡♥ts✱ ❝❡rt❛✐♥s ❤ô♣✐t❛✉① ❡♥✈✐s❛❣❡♥t ❞❡ ❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥♥❡r ❞❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ♦♣t✐♠✐sé❡ s✉r ❧❡ ❞é♣❛rt❡♠❡♥t ❞♦♥t ✐❧s ♦♥t ❧❛ ❝❤❛r❣❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❤ô♣✐t❛❧
❛②❛♥t K ❛♠❜✉❧❛♥❝❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥❡s ❡st ♥♦té C✳ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ S ❞❡
♣♦✐♥ts ❞❡ st❛t✐♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦t❡♥t✐❡❧ ❡t ♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ |S| ≥ K✳ P♦✉r c ∈ C ❡t s ∈ S✱ ♦♥ ♥♦t❡ ts,c
❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ✉♥❡ ❛♠❜✉❧❛♥❝❡ ♣♦s✐t✐♦♥♥é ❡♥ s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ c✳ ❙✐ S′ ⊆ S ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ♣♦✐♥ts ♦ù s♦♥t ♣♦s✐t✐♦♥♥é❡s ❧❡s ❛♠❜✉❧❛♥❝❡s ✭❛✈❡❝ ❜✐❡♥ sûr |S′| ≤ K✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ♣✐r❡ ❞❡s ❝❛s✱ ✉♥❡
❛♠❜✉❧❛♥❝❡ ❛tt❡✐♥❞r❛ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❡ ♦ù ❛ ❡✉ ❧✐❡✉ ❧✬❛♣♣❡❧ ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s é❣❛❧ à maxc∈C mins∈S′ ts,c✳
❈✬❡st ❝❡ t❡♠♣s ♠❛①✐♠✉♠ q✉❡ ❧✬❤ô♣✐t❛❧ s♦✉❤❛✐t❡ r❡♥❞r❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳

✶✳ ▼♦♥tr❡③ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ■♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✿ s♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲
♦r✐❡♥té ❀ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ Y ⊆ V t❡❧ q✉❡ t♦✉t v ∈ V ❡st s♦✐t ❞❛♥s Y ✱ s♦✐t
❛ ✉♥ ✈♦✐s✐♥ ❞❛♥s Y ❀ ❞é❝✐❞❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡ ≤ K ❡st ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳

✷✳ ❉é♠♦♥tr❡③ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦❞é❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♣r♦❝é❞❡③
❡♥ ❞❡✉① t❡♠♣s ✿ ♠♦♥tr❡③ q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠ê♠❡

✶✵✷



✈❛❧❡✉r ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❀ ♣✉✐s ♠♦♥tr❡③ q✉❡ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡
❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳

min h

s✳❝✳
∑

s∈S

ys ≤ K ✭✐✮

∑

c∈C

xs,c ≤ |C|ys ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S ✭✐✐✮

∑

s∈S

xs,c = 1 ♣♦✉r t♦✉t c ∈ C ✭✐✐✐✮

ts,cxs,c ≤ h ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S ❡t c ∈ C ✭✐✈✮

xs,c ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S ❡t c ∈ C ✭✈✮

ys ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S ✭✈✐✮

h ∈ R+ ✭✈✐✐✮

❯♥ t❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s❡ rés♦✉t ♣❛r ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳ ▲❛ ❜♦r♥❡ ❞♦♥t ♦♥ s❡ s❡rt ❛❧♦rs
♣❡✉t êtr❡ ❝❡❧❧❡ ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ r❡❧â❝❤❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✬✐♥té❣r✐té ❞❡ x ❡t ❞❡ y✳ ❖♥ s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡
✈♦✐r s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❜♦r♥❡s ♣❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳

✸✳ ❊❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ♦❜t❡♥✉ ❧♦rsq✉✬♦♥ ♣r♦❝è❞❡ à ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡
❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✐✐✮✳

✹✳ ▼♦♥tr❡③ q✉❡ ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ s❡ r❛♠è♥❡ à ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞✐st✐♥❝ts ❡t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❧✬✉♥
♥❡ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s y✱ ❧✬❛✉tr❡ ♥❡ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ❥❡✉ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❡t h✳

✺✳ ▼♦♥tr❡③ q✉❡ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s s❡ rés♦✉t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✻✳ ❊①♣❧✐q✉❡③ ♣♦✉rq✉♦✐ ❧❛ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✐té ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣❡r♠❡t ❞✬❡s♣ér❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧
❡✣❝❛❝❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷✳

✶✵✸





❈❍❆P■❚❘❊ ✶✵

❖❘❉❖◆◆❆◆❈❊▼❊◆❚ ■◆❉❯❙❚❘■❊▲

❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ tâ❝❤❡s ♦✉ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s à ❡✛❡❝t✉❡r s♦✉s ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❞❡
r❡ss♦✉r❝❡✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❝♦♥s✐st❡ à ❞♦♥♥❡r ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❛✉①q✉❡❧s ❝♦♠♠❡♥❝❡r
❧❡s tâ❝❤❡s✱ ❡♥ ✈✉❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝r✐tèr❡✳ ❉❛♥s ❧✬✐♥❞✉str✐❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜ât✐♠❡♥t✱ s✉r ❧❡s
❣r♦s ❝❤❛♥t✐❡rs✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦♥t s♦✉✈❡♥t très ♣rés❡♥ts✱ ❡t ❞❡ ❧❡✉r s♦❧✉t✐♦♥
♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❧❛ ré✉ss✐t❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t✳ ◆♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s
❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✭❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛t❡❧✐❡r✮✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s♦♥t ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t◆P✲❞✐✣❝✐❧❡s✱ ♠❛✐s
♠ê♠❡ ♠❛❧ rés♦❧✉ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t♦✉r♥é❡s✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs✱ ♦♥ s❡ ❧✐♠✐t❡r❛ ❛✉ ❝❛s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s r❡♥♦✉✈❡❧❛❜❧❡s ✿ q✉❛♥❞ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❛ t❡r♠✐♥é
❞✬✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❡st à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ✭éq✉✐♣❡ ❞✬❡♠♣❧♦②és✱ ♠❛❝❤✐♥❡✱
❡t❝✳✮✳

✶✵✳✶✳ Pré❧✐♠✐♥❛✐r❡s

❉❡ ♠❛♥✐èr❡ ✉♥ ♣❡✉ ❣é♥ér✐q✉❡✱ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❛✈❡❝ ❞❡s tâ❝❤❡s✱
q✉✐ ❡❧❧❡s✲♠ê♠❡s s❡ ❞é❝♦✉♣❡♥t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥ ♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❊t❛♥t ❞♦♥♥é❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ♦♥
❛♣♣❡❧❧❡r❛ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ❞❡s ✐♥st❛♥ts ❛✉①q✉❡❧s ❝♦♠♠❡♥❝❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s ♦✉
♦♣ér❛t✐♦♥s✳

▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞❡ ❞❡✉① ♥❛t✉r❡s ✿
✕ ❉✉ré❡s ❞❡s tâ❝❤❡s
✕ Pré❝é❞❡♥❝❡
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❞❡ ❞❡✉① ♥❛t✉r❡s ✿
✕ ❉✐s❥♦♥❝t✐✈❡ ✏s✐ ❧❡s tâ❝❤❡s i ❡t j s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ k✱ ❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s ❞❛♥s
t❡❧ ♦r❞r❡✑

✕ ❈✉♠✉❧❛t✐✈❡ ✏❧❛ tâ❝❤❡ i ❝♦♥s♦♠♠❡ aik ❞❡ ❧❛ r❡ss♦✉r❝❡ k✳ ▲❛ r❡ss♦✉r❝❡ k ❛ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té Ak✳
❆ t♦✉t ✐♥st❛♥t✱ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ k ❞♦✐t êtr❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à s❛
❝❛♣❛❝✐té✳✑

▲❡s ❝r✐tèr❡s à ♦♣t✐♠✐s❡r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈❛r✐és✳ ❊①❡♠♣❧❡s ✿
✕ ❈♦ût ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ❝♦ût ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ i s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ k✱ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦ût✳
✕ ▼❛❦❡s♣❛♥ ❚❡♠♣s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳
✕ ❚❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❚❡♠♣s ♠♦②❡♥ ♠✐s ♣❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡ ♣♦✉r êtr❡ tr❛✐té❡✳ ❙♦♥ ✐♥térêt ♣❡✉t êtr❡
✈❛r✐é✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s✬✐♥sèr❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ♣❧✉s ❣r❛♥❞✱
❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❝r✐tèr❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥tér❡ss❛♥t✳

❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♠♦❞❡ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❧❡ ❞✐❣r❛♠♠❡ ❞❡ ●❛♥tt ✿ ❡♥ ❛❜s❝✐ss❡✱
♦♥ ♠❡t ❧❡ t❡♠♣s✱ ❡t ♦♥ ♦r❞♦♥♥é❡s✱ ❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s✳ ❙✉r ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ r❡♣éré❡ ♣❛r ✉♥❡ tâ❝❤❡✱
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jours20 40 60 80 100 120 140

❋✐❣✳ ✶✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ●❛♥tt q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ s❡❝t✐♦♥ q✉✐ s✉✐t✳

♦♥ ♠❡t ❞❡s ✐♥t❡r✈❛❧❧❡s q✉✐ ♦❝❝✉♣❡♥t ❧❡s ✐♥st❛♥ts ♣❡♥❞❛♥t ❧❡sq✉❡❧s ❧❛ tâ❝❤❡ ❡st tr❛✐té❡✳ ❱♦✐r ❋✐❣✉r❡
✶ ♣♦✉r ✈♦✐r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✳

✶✵✳✷✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❥❡t

▲♦rsq✉✬♦♥ ❛ ✉♥ ♣r♦❥❡t à ❝♦♥❞✉✐r❡ ❡t ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s à ❡✛❡❝t✉❡r✱ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s
tâ❝❤❡s ❡t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✱ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡
❞✉ ♣r♦❥❡t✳ ❉✐✛ér❡♥t❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡s✱ ❡♥ ❥♦✉❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞❡ ●❛♥tt✱ ❞✬❛✉tr❡s ❡①❛❝t❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ P❊❘❚ ♦✉ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✲tâ❝❤❡s✳
❈✬❡st ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣rés❡♥t❡r✳

❖♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ I ❞❡ tâ❝❤❡s✱ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ i✱ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ s❛ ❞✉ré❡ di✱ ❡t ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉① ❛✉tr❡s tâ❝❤❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ✿ ✏❧❛ tâ❝❤❡ i ♥❡ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r q✉❡
❧♦rsq✉❡ r% ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ j ❛✉ ♠♦✐♥s ❛ été ❡✛❡❝t✉é✑✳

❖♥ ✈❡✉t tr♦✉✈❡r
✕ ❧❛ ❞✉ré❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t✳
✕ ❧❡s tâ❝❤❡s ❝r✐t✐q✉❡s ✿ ❧❡s tâ❝❤❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧❧❡s ✉♥❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥st❛♥t ❞❡ ❞é❜✉t r❛❧❧♦♥❣❡
❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t✳

✕ ❧❡s ♠❛r❣❡s ✿ ❧❛ ♠❛r❣❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ ❡st ❧✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ t❡♠♣s s✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞é♠❛rr❡r
❧❛ tâ❝❤❡ s❛♥s r❛❧❧♦♥❣❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ♥✉❧❧❡ s✐❣♥✐✜❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡
❝r✐t✐q✉❡✳

❖♥ ♠♦❞é❧✐s❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ❞é❜✉ts ❞❡s
tâ❝❤❡s ❡t ❧❡s ❛r❝s s♦♥t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡✳ ❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❞❡✉① tâ❝❤❡s ✜❝t✐✈❡s ✿ ❉é❜✉t ❡t
❋✐♥✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ (u, v) ❡st ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r é❣❛❧❡ à ❧❛ ❞✉ré❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ sé♣❛r❛♥t ❧❡
❞é❜✉t ❞❡ u ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ v✳

▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡

❙✐ ❝❡ ♣r♦❥❡t ❛ ✉♥ s❡♥s✱ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ ❝②❝❧❡ tr❛❞✉✐r❛✐t ❧✬♦❜❧✐❣❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♠♦♥t❡r ❞❛♥s ❧❡ t❡♠♣s✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

✶✵✻



❚â❝❤❡s ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❉✉ré❡ ✭❥✮ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s
A ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ✈♦✐❡ ❢❡rré❡ ✽✵ ❉é❜✉t
B ❋♦r❛❣❡ ❞❡s ♣✉✐ts ✼✵ ❉é❜✉t
C ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧♦❣❡♠❡♥ts ♣r♦✈✐s♦✐r❡s ✸✵ ❉é❜✉t
D P♦♠♣❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡❛✉ ✭❋♦♥❞s ❞❡ ♠✐♥❡✮ ✸✵ B

E ❆♠é♥❛❣❡♠❡♥t ❢♦♥❞s ✰ ❛s❝❡♥s❡✉rs ✺✵ A, D

F ❈♦♥str✉❝t✐♦♥ ❧♦❣❡♠❡♥ts ❞é✜♥✐t✐❢s ✹✵ A, C

❖♥ ❢❛✐t ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞é❝r✐t❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ✿ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷✳
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❋✐❣✳ ✷✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞❡ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ tâ❝❤❡✳

◆♦t♦♥s tI ❡t t′I ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❛✉ ♣❧✉s tôt ❡t ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ❛✉①q✉❡❧s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ tâ❝❤❡ I✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✵✳✷✳✶✳ ✖ tI ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❉é❜✉t à I✳ t′I ✱ ❝✬❡st t❋✐♥
♠♦✐♥s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ I à ❋✐♥✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❊♥ ❡✛❡t✱
✕ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ I✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❛✈❛♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ❛r❝s ❞✉
♣❧✉s ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❉é❜✉t à I✳

✕ ♦♥ ❢❛✐s❛♥t ❞é❜✉t❡r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ I ♣ré❝✐sé♠❡♥t à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ❛r❝s ❞✉ ♣❧✉s
❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❉é❜✉t à I✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ à ❧✬✐♥st❛♥t tI ✳

❉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r t′I ✳

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❥❡t✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ❝r✐t✐q✉❡s✱ ❡t❝✳ ✐❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ s❛✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r
❧❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣s ❝❤❡♠✐♥s ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡ D = (V,A)✱ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡ ❧♦♥❣✉❡✉r l : A→ R+✳
❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧✬❛✈♦♥s ✈✉ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❙✐ ♦♥ ♥♦t❡
ηI ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❉é❜✉t à I✱ ♦♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ✭éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡❧❧♠❛♥✮

ηI = max
(J,I)∈A

(ηJ + l(J, I)).

❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r t♦✉s ❧❡s ηI ❡♥ O(m) ♦ù m ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛r❝s✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ♠ê♠❡
❧❡s πI ✱ ♣❧✉s ❧♦♥❣s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ I à ❋✐♥✳ ❖♥ ♣♦s❡ ❛❧♦rs tI := ηI ✱ t′I := t❋✐♥ − πI ❡t ❧❛ ♠❛r❣❡
mI := t′I − tI ✳ ▲❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝r✐t✐q✉❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ❧♦♥❣s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ❉é❜✉t à ❋✐♥ ❀ t♦✉t❡s ❧❡s
tâ❝❤❡s ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝r✐t✐q✉❡ s♦♥t ❝❛r❛❝tér✐sé❡s ♣❛r ✉♥❡ ♠❛r❣❡ ♥✉❧❧❡✳

✶✵✼



✶✵✳✸✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬❛t❡❧✐❡r

✶✵✳✸✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✳ ✖
✕ ❖♥ ❛ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❝❤❛❝✉♥❡ ❝♦♥s✐st❛♥t ❡♥ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✳
✕ ❈❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐t❡ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✳ ❯♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♥❡ ♣❡✉t ❢❛✐r❡
❛✉ ♣❧✉s q✉✬✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ à ❧❛ ❢♦✐s✳

✕ ❖❜❥❡❝t✐❢ ✿ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s t♦t❛❧✱ ♦✉ ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ✐♥st❛♥ts ❞❡ ✜♥s ❞❡s tâ❝❤❡s ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮✳

■❧ ② ❛ tr♦✐s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬❛t❡❧✐❡r✳
✕ ✢♦✇✲s❤♦♣ ✿ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡
tâ❝❤❡✱ ❧✬♦r❞r❡ ✭t♦t❛❧✮ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❞♦✐t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡st ❧❡ ♠ê♠❡✳

✕ ❥♦❜✲s❤♦♣ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✱ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t t♦t❛❧❡♠❡♥t ♦r❞♦♥♥é❡s✳
✕ ♦♣❡♥✲s❤♦♣ ✿ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣ré❝é❞❡♥❝❡ s✉r ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✳

❘❡♠❛rq✉❡ ▲❡ ✢♦✇✲s❤♦♣ ❡st ✉♥ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✉ ❥♦❜✲s❤♦♣✳

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐❢ ✿ ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❝♦♠✲
♠❡♥❝é❡✱ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡✳

❊♥ ❢♦r♠❛❧✐s❛♥t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ✿ ❖♥ ❛ ❞❡s tâ❝❤❡s J1, . . . , Jn ❡t ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s M1, . . . ,Mm✳ ▲❛
tâ❝❤❡ Jj ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ mj ♦♣ér❛t✐♦♥s Oj1, . . . , Ojmj ✳ ▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ Ojk ❛ ✉♥ t❡♠♣s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥
❞❡ pjk✳ ▲❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ Ojk ❡st ♥♦té❡ mjk✳

❚r♦✉✈❡r ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ✜①❡r ❧❡s ✐♥st❛♥ts tjk ❞❡ ❞é❜✉t ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s Ojk✳
▲✬✐♥st❛♥t ❞❡ ✜♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ j ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ❥♦❜ s❤♦♣ s✬é❝r✐t Cj := tjm +pjm✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡

❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬❛t❡❧✐❡r✱ ♦♥ ❛ ❞❡✉① ♦❜❥❡❝t✐❢s ❝❧❛ss✐q✉❡s ✭♣❛r♠✐ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉tr❡s✮ ✿
✕ ♠✐♥✐♠✐s❡r ✏❧❛ ❞✉ré❡ ♠♦②❡♥♥❡✑ ✿

∑

j Cj ✱
✕ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ ✿ Cmax = maxj Cj ✳
❈❡ s♦♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s très ❞✐✣❝✐❧❡s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✸✳✶✳ ✖ ✕ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✢♦✇✲s❤♦♣ à tr♦✐s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛✲
❦❡s♣❛♥ Cmax ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

✕ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✢♦✇✲s❤♦♣ à ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉
∑

j Cj ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳
✕ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣❡♥✲s❤♦♣ à tr♦✐s ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ Cmax ❡st ◆P✲

❞✐✣❝✐❧❡✳
✕ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣❡♥ s❤♦♣ à ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉

∑

j Cj ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

▼❛✐s ❡♥ ♣❧✉s ❞✬êtr❡ ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ♦♥ ❛ ❞✉ ♠❛❧ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ à rés♦✉❞r❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ▼ê♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s
♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♦✉ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✱ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ❥♦❜✲s❤♦♣ à ✶✺ ♠❛❝❤✐♥❡s
❡t ✶✺ tâ❝❤❡s s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ♥♦♥ rés♦❧✉❡s à ❝❡ ❥♦✉r ✦

P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît ♣❛s ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧✬✐♥st❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ✢♦✇✲
s❤♦♣ à 20 tâ❝❤❡s ❡t 5 ♠❛❝❤✐♥❡s(1)

✺✹ ✽✸ ✶✺ ✼✶ ✼✼ ✸✻ ✺✸ ✸✽ ✷✼ ✽✼ ✼✻ ✾✶ ✶✹ ✷✾ ✶✷ ✼✼ ✸✷ ✽✼ ✻✽ ✾✹
✼✾ ✸ ✶✶ ✾✾ ✺✻ ✼✵ ✾✾ ✻✵ ✺ ✺✻ ✸ ✻✶ ✼✸ ✼✺ ✹✼ ✶✹ ✷✶ ✽✻ ✺ ✼✼
✶✻ ✽✾ ✹✾ ✶✺ ✽✾ ✹✺ ✻✵ ✷✸ ✺✼ ✻✹ ✼ ✶ ✻✸ ✹✶ ✻✸ ✹✼ ✷✻ ✼✺ ✼✼ ✹✵
✻✻ ✺✽ ✸✶ ✻✽ ✼✽ ✾✶ ✶✸ ✺✾ ✹✾ ✽✺ ✽✺ ✾ ✸✾ ✹✶ ✺✻ ✹✵ ✺✹ ✼✼ ✺✶ ✸✶
✺✽ ✺✻ ✷✵ ✽✺ ✺✸ ✸✺ ✺✸ ✹✶ ✻✾ ✶✸ ✽✻ ✼✷ ✽ ✹✾ ✹✼ ✽✼ ✺✽ ✶✽ ✻✽ ✷✽

(1)s♦✉r❝❡ ✿ ❧❛ ♣❛❣❡ ✇❡❜ ❞✉ ♣r♦❢❡ss❡✉r ❊r✐❝ ❚❛✐❧❧❛r❞ ❤tt♣ ✿✴✴♠✐st✐❝✳❤❡✐❣✲✈❞✳❝❤✴t❛✐❧❧❛r❞✴

✶✵✽



❈❡ t❛❜❧❡❛✉ s❡ ❧✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t ❡✛❡❝t✉❡r 20 tâ❝❤❡s✳ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ s❡ ❞é❝♦♠♣♦s❡
❡♥ 5 ♦♣ér❛t✐♦♥s 1, 2, 3, 4 ❡t 5✱ ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❛✈❡❝ 5 ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ▲❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s ❞❛♥s
❝❡t ♦r❞r❡ ✭✢♦✇✲s❤♦♣✮✱ ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❛ kè♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ j s❡ ❧✐t s✉r ❧✬❡♥tré❡ q✉✐
❡st à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ kè♠❡ ❧✐❣♥❡ ❡t ❞❡ ❧❛ jè♠❡ ❝♦❧♦♥♥❡✳

◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
✕ ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✱
✕ ✉♥ ❝❛s ♣ré❡♠♣t✐❢ ✿ ❧✬♦♣❡♥✲s❤♦♣ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ q✉✐ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✕ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♣♦✉r ❧❡ ❥♦❜✲s❤♦♣✳
✕ ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ❥♦❜✲s❤♦♣✳

✶✵✳✸✳✷✳ ◗✉❡❧q✉❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✳ ✖ ▲❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉① ❧❡s
♣❧✉s ❝é❧è❜r❡s s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✳

✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✢♦✇✲s❤♦♣ à ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ Cmax ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❏♦❤♥s♦♥✳

✷✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❥♦❜✲s❤♦♣ à ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ Cmax ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ ❏❛❝❦s♦♥✳

✸✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❥♦❜✲s❤♦♣ à ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ Cmax ✿ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❇r✉❝❦❡r✳

✹✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣❡♥✲s❤♦♣ à ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ Cmax ✿ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞❡ ●♦♥③❛❧❡③ ❡t ❙❛❤♥✐

✶✵✳✸✳✷✳✶✳ ❋❧♦✇✲s❤♦♣ ♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐❢ à ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ Cmax✳ ✖
❈✬❡st rés♦❧✉ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏♦❤♥s♦♥ ❬✶✾❪✳ ❖♥ ❛ n tâ❝❤❡s J1, J2, . . . , Jn✳ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Jj ❛
✉♥❡ ❞✉ré❡ pj1 s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 1 ❡t pj2 s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 2✳ ❖♥ ❞♦✐t ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛ss❡r ♣❛r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡
1✱ ♣✉✐s ♣❛r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 2✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ j1, j2, . . . , jn ✿ ❝❡ s❡r❛ ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❡✛❡❝t✉❡r ❧❡s tâ❝❤❡s
s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ré❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♦r❞r❡ s✉r ❧❡s ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s✳

❖♥ ❞é✜♥✐t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ j ❧❛ ❞✉ré❡ qj = min(pj1, pj2)✳ ❈❧❛ss❡r ❧❡s tâ❝❤❡s ♣❛r qj ❝r♦✐ss❛♥t✳
◗✉✐tt❡ à r❡♥✉♠ér♦t❡r✱ ♦♥ ❛ q1 ≤ q2 ≤ . . . ≤ qn✳ ❈♦♠♠❡♥❝❡r à j = 1✳ ❋✐①❡r r, s = 0✳ ❘é♣ét❡r
❥✉sq✉✬à j = n ✿

s✐ qj ❡st ❛tt❡✐♥t s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❞é✜♥✐r jr+1 := j ❡t r := r + 1 ❀
s✐ qj ❡st ❛tt❡✐♥t s✉r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❞é✜♥✐r j′s+1 := j ❡t s := s + 1✳
❋❛✐r❡ j := j + 1✳

❘❡t♦✉r♥❡r ❧✬♦r❞r❡ j1, . . . , jr, j
′
s, . . . , j

′
1✳

❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✿

✶✳ ❋❛✐r❡ ❞❡✉① ♣❛q✉❡ts ✿ ✉♥ ♣❛q✉❡t A ❛✈❡❝ ❧❡s j t❡❧s q✉❡ pj1 ≤ pj2✱ ✉♥ ♣❛q✉❡t B ❛✈❡❝ ❧❡s j t❡❧s
q✉❡ pj1 > pj2✳ ❖r❞♦♥♥❡r A s❡❧♦♥ ❧❡s pj1 ❝r♦✐ss❛♥ts✱ B s❡❧♦♥ ❧❡s pj2 ❞é❝r♦✐ss❛♥ts✳ ❈♦♥❝❛té♥❡r
❧❛ s✉✐t❡ ❞❡s j ❞❡ A à ❝❡❧❧❡ ❞❡ B ❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡✳

✷✳ ❈❤♦✐s✐r ❧❛ tâ❝❤❡ Jj ❛②❛♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t pj1 ♦✉ pj2 ♣❛r♠✐ t♦✉s ❧❡s pji✳

❆♣♣❧✐q✉❡r ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉r ❧❡s tâ❝❤❡s 6= j ✿ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡
j1, j2, . . . , jr, j

′
s, . . . , j

′
1✱ ❛✈❡❝ r + s = n− 1✳

✶✵✾



▲❡s tâ❝❤❡s j1, . . . , jr s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✶ s♦✐t ♣❧✉s
❝♦✉rt q✉❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✷✳ ▲❡s tâ❝❤❡s j′s, . . . , j

′
1 s♦♥t ❝❤♦✐s✐❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s

s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✷ s♦✐t str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦✉rt q✉❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✶✳

❙✐ pj1 ≤ pj2✱ r❡t♦✉r♥❡r j, j1, j2, . . . , jr, j
′
s, . . . , j

′
1✳

❙✐ pj1 > pj2✱ r❡t♦✉r♥❡r j1, j2, . . . , jr, j
′
s, . . . , j

′
1, j✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳

❚â❝❤❡s t❡♠♣s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✶ t❡♠♣s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✷
A ✶✷ ✸
B ✶✹ ✶✶
C ✷✺ ✶✸
D ✾ ✶✼
E ✻ ✶✺

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✈❛ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ✜①❡r ✿

. . . , A

E, . . . , A

E,D, . . . , A

E,D, . . . , B, A

E,D, C,B,A.

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✸✳✷✳ ✖ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏♦❤♥s♦♥ rés♦✉t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✢♦✇✲s❤♦♣
à ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ Cmax✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❉ér♦✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡t ♣❧❛ç♦♥s ♥♦✉s à ❧✬✐tér❛t✐♦♥ j✳ ❖♥ ♣❡✉t
s✉♣♣♦s❡r s❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ qj ❡st ❛tt❡✐♥t s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ j−1 tâ❝❤❡s ♦♥t ❞é❥à
été ✜①é❡s ✿ ♣♦✉r ✜①❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s ✜①é❡s s♦♥t ❝❡❧❧❡s ❞✬✐♥❞✐❝❡s j1, . . . , jr

❡t j′1, . . . , j
′
s✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ q✉❡ j = r + s + 1✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡

q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥
❛ ❧❡s ✐♥st❛♥ts ❞❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❞❡ ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡t q✉❡ ❝❡t ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ré❛❧✐s❛❜❧❡✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ tâ❝❤❡s s✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♠❛❝❤✐♥❡ j1, . . . , jr, i

(1)
1 , . . . , i

(1)
n−r−s, j

′
s, . . . , j

′
1 ❡t s✉r

❧❛ s❡❝♦♥❞❡ j1, . . . , jr, i
(2)
1 , . . . , i

(2)
n−r−s, j

′
s, . . . , j

′
1✳

❖♥ ❢❛✐t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡♥❝❡r j s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 1 à ❧✬✐♥st❛♥t ❛✉q✉❡❧ ❝♦♠♠❡♥ç❛✐t i
(1)
1 ✱ ❡t s✉r

❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 2 à ❧✬✐♥st❛♥t ❛✉q✉❡❧ ❝♦♠♠❡♥ç❛✐t i
(2)
1 ✳ ❖♥ ❞é❝❛❧❡ ✈❡rs ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❧❡s tâ❝❤❡s q✉✐ ét❛✐t à

❣❛✉❝❤❡ ❞❡ j s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 1 ❡t s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 2 ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡
s✉r ❧❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

▼♦♥tr♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥♦✉✈❡❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❡st ❡♥❝♦r❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❡t ❣❛r❞❡ ❧❡ ♠ê♠❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✳
❯♥❡ ❢♦✐s ❧✬✐tér❛t✐♦♥ j ✜♥✐❡✱ ❧❡s tâ❝❤❡s ❞é❝❛❧é❡s ♦♥t ✈✉ ❧❡✉r t❡♠♣s ❞❡ ❞é♠❛rr❛❣❡ ❛✉❣♠❡♥t❡r ❞❡ pj1

s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 1✱ ❡t ❞❡ pj2 s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 2✳ ❈♦♠♠❡ pj1 < pj2✱ ♦♥ r❡st❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❡♥ t♦✉t ❝❛s
♣♦✉r ❧❡s tâ❝❤❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ j✳ ■❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ j ❞é♠❛rr❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 2

❧♦rsq✉✬❡❧❧❡ ❛ été t❡r♠✐♥é❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 1✳ ▼❛✐s ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t ❝❛r j ❝♦♠♠❡♥❝❡ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 1

❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ à ❧✬✐♥st❛♥t ❛✉q✉❡❧ ❝♦♠♠❡♥ç❛✐t i
(2)
1 s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 1 ❡t p

i
(2)
1 1
≥ pj1✳

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♦r✲
❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ♠ê♠❡ ♠❛❦❡s♣❛♥ t❡❧ q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦✐❡♥t ❝❧❛ssé❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ♣❛r
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏♦❤s♦♥♥✳

✶✶✵



M1

M2

j1 j2 j3

j1 j2 j3

j′
2 j′

1

j′
1

j′
2

M1

M2

j1 j2 j3

j1 j2 j3

j′
2 j′

1

j′
1

j′
2

i

i

i′

i′

ℓ

ℓ

ℓ′

ℓ′

❋✐❣✳ ✸✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏♦❤♥s♦♥ ✿ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥

r❡❧❛t✐✈❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ ❡♥ ♣♦✐♥t✐❧❧és ♣❛r r❛♣♣♦rt à i ❡t ℓ ♥❡ ❞étér✐♦r❡ ♣❛s ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡

❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t

✶✵✳✸✳✷✳✷✳ ❏♦❜✲s❤♦♣ ♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐❢ à ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ Cmax✳ ✖ ❈✬❡st
rés♦❧✉ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏❛❝❦s♦♥ ❬✶✽❪✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏♦❤♥s♦♥✳
❖♥ ❛ n tâ❝❤❡s J1, J2, . . . , Jn✳ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ Jj ❛ ✉♥❡ ❞✉ré❡ pj1 s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 1 ❡t pj2 s✉r ❧❛
♠❛❝❤✐♥❡ 2✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ j✱ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s 1 ❡t 2 ❡st ✜①é✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞é✜♥✐r

J12 := {Jj : Jj ❞♦✐t ❞✬❛❜♦r❞ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é s✉r 1 ♣✉✐s s✉r 2}

J21 := {Jj : Jj ❞♦✐t ❞✬❛❜♦r❞ êtr❡ ❡✛❡❝t✉é s✉r 2 ♣✉✐s s✉r 1}
❡t à ❢❛✐r❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✶ ✿ J12J21✱
✕ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✷ ✿ J21J12✱

♦ù J12 ❡t J21 s♦♥t ♦r❞♦♥♥és s❡❧♦♥ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏♦❤♥s♦♥✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✸✳✸✳ ✖ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏❛❝❦s♦♥ rés♦✉t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❥♦❜✲s❤♦♣ à
❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r tâ❝❤❡✱ ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ Cmax✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✸✳✷✳

✶✵✳✸✳✷✳✸✳ ❏♦❜✲s❤♦♣ ♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐❢ à ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ Cmax✳ ✖ ❖♥ ❛
❞❡✉① tâ❝❤❡s ❡t M ♠❛❝❤✐♥❡s ♥✉♠ér♦té❡s ❞❡ 1 à m✳ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ j = 1, 2 ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r ✉♥❡ s✉✐t❡
(Oji)i=1,...,m ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s✳ ❖♥ ♥♦t❡ pji ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ iè♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ j ❡t
mji ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳

P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇r✉❝❦❡r ❬✸❪✱ q✉✐ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❣r❛♣❤❡✳

❖♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ❧❡ q✉❛rt ❞❡ ♣❧❛♥ ♣♦s✐t✐❢✳ P♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ i, j t❡❧❧❡ q✉❡ O1i = O2j ✭✐❡ ❧❛ iè♠❡
♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ 1 ✉t✐❧✐s❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡ q✉❡ ❧❛ jè♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ 2 ✿ m1i = m2j✮✱

✶✶✶



tâche 1: M1 →M2 →M3 →M4

tâche 2: M2 →M4 →M3 →M1

tâche 2

tâche 1

p11
p12 p13

p14

p21

p22

p23

p24

M1 M2 M3

M4

M2

M4

M1

M3

un ordonnancement possible

un autre ordonnancement possible

❋✐❣✳ ✹✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇r✉❝❦❡r q✉✐ rés♦✉t ❧❡ ❥♦❜✲s❤♦♣ à ❞❡✉① tâ❝❤❡s ❡t

♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥✳

♦♥ ❞❡ss✐♥❡ ✉♥ ♦❜st❛❝❧❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛✐r❡ ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s s✉❞✲♦✉❡st
(

∑i−1
k=1 p1k,

∑j−1
k=1 p2k

)

❡t ❞❡ ❝ôtés
p1i ❡t p2j ✳

❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ré❛❧✐s❛❜❧❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ (0, 0) ❡t ❛❧❧❛♥t ❥✉sq✉✬à
(

m
∑

k=1

p1k,

m
∑

k=1

p2k

)

.

❈❡ ❝❤❡♠✐♥ s❡ ❞é♣❧❛❝❡ s♦✐t ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✱ s♦✐t ❞❡ ❤❛✉t ❡♥ ❜❛s✱ s♦✐r ✈❡rs ❧❡ ♥♦r❞✲❡st✳ ❖♥
❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ✿ ❝✬❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡
❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡ ✕ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞✬✉♥ ❛r❝ ét❛♥t ❧❛ ❞✉ré❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ❧✬❛r❝
✕ q✉✐ ❝♦♥❞✉✐t à ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ O(m2 log(m)) ✭❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ♠❡t O(m2)✱ ♠❛✐s
❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡✮✳

❊♥ t♦✉t❡ r✐❣✉❡✉r✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❤❡♠✐♥s r❡s♣❡❝t❛♥t ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❞é♣❧❛❝❡♠❡♥t ❡st ✐♥✜♥✐s ✿ s✐ ❧❛
tâ❝❤❡ ✶ ♠❡t ❡♥ ❥❡✉ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✶ s✉r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ♣❧❛❣❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ ❡t s✐ ❧❛ tâ❝❤❡ ✷ ❞♦✐t ♣❡♥❞❛♥t ❝❡
t❡♠♣s ♣❛ss❡r s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✷✱ ♦♥ ♣❡✉t ❢❛✐r❡ ❞é❜✉t❡r à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♠♦♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♣❧❛❣❡
❤♦r❛✐r❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ✷✳ ▲❛ ❞é♠♦♥str❛t✐♦♥ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✸✳✹ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ♦♠✐s❡ ✐❝✐✱
❝♦♥s✐st❡ ❞❛♥s ✉♥ ♣r❡♠✐❡r t❡♠♣s à ♠♦♥tr❡r q✉✬❡♥ s❡ ❧✐♠✐t❛♥t à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥ts
♣♦ss✐❜❧❡s ✭✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✶✵✳✸✳✷✳✸✮✱ ♦♥ ♥❡ ❞✐♠✐♥✉❡ ♣❛s ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥✳

❉✬❛♣rès ❝❡tt❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥✱ ♦♥ ❛

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✸✳✹✳ ✖ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇r✉❝❦❡r rés♦✉t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❥♦❜✲s❤♦♣ à
❞❡✉① tâ❝❤❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥✳

✳ ✖

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐❧❧✉stré s✉r ❧❡s ❋✐❣✉r❡s ✹ ❡t ✶✵✳✸✳✷✳✸✳

✶✶✷



tâche 2

tâche 1

p11
p12 p13

p14

p21

p22

p23

p24

M1 M2 M3

M4

M2

M4

M1

M3

un ordonnancement possible

un autre ordonnancement possible

poids de cet arc: p24

poids de cet arc: p22

❋✐❣✳ ✺✳ ●r❛♣❤❡ ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡ ❛ss♦❝✐é à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❇r✉❝❦❡r✳

✶✵✳✸✳✷✳✸✳✶✳ ❘❡♠❛rq✉❡✳ ✖ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣❡✉t s❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à n tâ❝❤❡s✱ ♠❛✐s ❧❛
❝♦♠♣❧❡①✐té ❞❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs O(nmn log(m))✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳✳✳

✶✵✳✸✳✷✳✹✳ ❖♣❡♥✲s❤♦♣ ♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐❢ à ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥ Cmax✳ ✖ ❖♥
❛ n tâ❝❤❡s ❡t ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ❞❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❛✈❡❝
❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ❖♥ ♥♦t❡ pji ❧❡ t❡♠♣s q✉❡ ♣r❡♥❞ ❧❛ tâ❝❤❡ j s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ i ♣♦✉r i = 1, 2✳ ❈♦♠♠❡
♦♥ ❡st ❡♥ ♦♣❡♥✲s❤♦♣✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❢❛✐t❡s ❧❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✸✳✺✳ ✖ P♦✉r ❝❡ ❝❛s✱ ♦♥ ❛ à ❧✬♦♣t✐♠✉♠

Cmax = max



max
j

(pj1 + pj2),

n
∑

j=1

pj1,

n
∑

j=1

pj2



 .

❯♥ t❡❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♣❡✉t s❡ tr♦✉✈❡r ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢❛✐r❡ ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r T ❝✐✲❞❡ss✉s✳
▼♦♥tr♦♥s q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❧✬❛tt❡✐♥❞r❡✳ ◗✉✐tt❡ à ❛❥♦✉t❡r ❞❡s tâ❝❤❡s ✜❝t✐✈❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡
∑n

j=1 pj1 =
∑n

j=1 pj2 = T ✳
❖♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r j1 ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✐♥❞✐❝❡ j t❡❧ q✉❡

(p11 + p12) + (p21 + p22) + . . . + (pj1 + pj2) ≤ T.

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛♥❞❡ tâ❝❤❡ J∗
1 ✱ ❛✈❡❝ p∗11 :=

∑j1
j=1 pj1 ❡t p∗12 :=

∑j1
j=1 pj2✳

❉❡ ♠ê♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r j2 ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ✐♥❞✐❝❡ j t❡❧ q✉❡

(p(j1+1)1 + p(j1+1)2) + (p(j1+2)1 + p(j1+2)2) + . . . + (pj1 + pj2) ≤ T.

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛♥❞❡ tâ❝❤❡ J∗
2 ✱ ❛✈❡❝ p∗21 :=

∑j2
j=j1+1 pj1 ❡t p∗22 :=

∑j2
j=j1+1 pj2✳

✶✶✸



❊♥✜♥✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ❞❡ ♠ê♠❡ j3 ✭♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r j3✭♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❞é♣❛ss❡r j3
(2)✮✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ❣r❛♥❞❡ tâ❝❤❡ J∗
3 ✱ ❛✈❡❝ p∗31 :=

∑n
j=j2+1 pj1 ❡t p∗32 :=

∑n
j=j2+1 pj2✳
❖♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❛✈❡❝ ❧✬♦♣❡♥ s❤♦♣ à tr♦✐s tâ❝❤❡s J∗

1 , J∗
2 , J∗

3 ✱ ❛✈❡❝ p∗11 + p∗21 + p∗31 = T ❡t
p∗12 + p∗22 + p∗32 = T ✱ ❡t p∗j1 + p∗j2 ≤ T ♣♦✉r t♦✉t j = 1, 2, 3✳

❊♥ r❡♥✉♠ér♦t❛♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ p∗11 ≥ p∗22 ❡t p∗12 ≥ p∗31 ✭❡①❡r❝✐❝❡✮✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❡♥s✉✐t❡
q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r J∗

1 , J∗
2 , J∗

3 s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 1 ❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡✱ ❡t J∗
2 , J∗

3 , J∗
1 s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ 2

❞❛♥s ❝❡t ♦r❞r❡✳ ❈✬❡st ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ ❞✉ré❡ T ✭❡①❡r❝✐❝❡✮✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ J∗
s ✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡s

Jj ❞♦♥t ✐❧ ❡st ❝♦♠♣♦sé✱ ❝♦♥sé❝✉t✐✈❡♠❡♥t s❡❧♦♥ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s✳

✶✵✳✸✳✷✳✺✳ ❖♣❡♥✲s❤♦♣ ♣ré❡♠♣t✐❢✳ ✖ ❖♥ ❛ n tâ❝❤❡s ❡t m ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ j ❡st ❞é❝r✐t❡ ♣❛r
✉♥ ✈❡❝t❡✉r pj = (pj1, . . . , pjm)✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ pjk ✐♥❞✐q✉❛♥t ❧❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ tâ❝❤❡ j ❞♦✐t ♣❛ss❡r s✉r
❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ k✳ ❈❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ♣❡✉t ♣❛ss❡r ❞❛♥s ✉♥ ♦r❞r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ s✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ✭♦♣❡♥✲s❤♦♣✮✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❤❛q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✭♣❛ss❛❣❡ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✮ ♣❡✉t êtr❡ ✐♥t❡rr♦♠♣✉❡ ❡t r❡♣r✐s❡ ♣❧✉s t❛r❞✱
❡t ❝❡✱ ❛✉t❛♥t ❞❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✭❝❛s ♣ré❡♠♣t✐❢✮✳ ▲✬✐♠♣♦rt❛♥t ❡st q✉✬❛✉ t♦t❛❧✱ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ j

❛✐t ♣❛ssé ✉♥ t❡♠♣s pjk s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ k✱ ❡t ❝❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ {1, . . . ,m}✳
❖♥ ❛ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✸✳✻✳ ✖ ❆ ❧✬♦♣t✐♠✉♠✱ ♦♥ ❛

Cmax = max



max
j

(

m
∑

k=1

pjk

)

,max
k





n
∑

j=1

pjk







 .

❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ t❡❧ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s❡ tr♦✉✈❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

❊♥ ❢❛✐t✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛✲✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡
❡st ❧❛✐ssé❡ ❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✸✳✼ ✭❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛✲✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✮✳ ✖ ❙♦✐t A = ((aij)) ✉♥❡ ♠❛✲
tr✐❝❡ ❝❛rré❡ ❜✐st♦❝❤❛st✐q✉❡ ✭✐❡ aij ≥ 0 ❡t

∑n
i=1 aij = 1 ♣♦✉r t♦✉t j ❡t

∑n
j=1 aij = 1 ♣♦✉r t♦✉t

i✮✳
❆❧♦rs A ❡st ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✭♠❛tr✐❝❡s 0−1 ❛②❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t

✉♥ 1 ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❡t ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡✮✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✵✳✸✳✻✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ P := ((pjk))✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s

A :=





✳ ✳ ✳ P

P T ✳ ✳ ✳



 .

❈✬❡st ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ (n + m)× (n + m)✳ ◗✉✐tt❡ à ❛❥♦✉t❡r ❞❡s q✉❛♥t✐tés ♣♦s✐t✐✈❡s s✉r ❧❛ ❞✐❛❣♦♥❛❧❡
❞❡ A✱ ♦♥ ♣❡✉t s✉♣♣♦s❡r q✉❡ A ❛ t♦✉t❡s s❡s s♦♠♠❡s ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❡t ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡ é❣❛❧❡ à

T := max



max
j

(

m
∑

k=1

pjk

)

,max
k





n
∑

j=1

pjk







 .

❖♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❇✐r❦❤♦✛✲✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ à A✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t q✉❡ P ♣❡✉t s✬é❝r✐r❡ ❝♦♠♠❡ T
∑

i λiQi

♦ù ❧❡s Qi s♦♥t ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s ❛②❛♥t ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ 1 ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❡t ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡✱ ❡t ♦ù λi > 0 ♣♦✉r t♦✉t
i ❡t

∑

i λi = 1✳

(2)❊♥ ❡✛❡t✱ p∗
11 +p∗

12 +p(j1+1)1 +p(j1+1)2 > T ❡t
Pn

j=1 pj1 +
Pn

j=1 pj2 = 2T ✱ ❞♦♥❝
Pn

j=j1+2 pj1 +
Pn

j=j1+2 pj2 < T

✶✶✹



❈❡❧❛ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ✿ s✉r ❧❡s λ1T ♣r❡♠✐❡rs ✐♥st❛♥ts✱ ♦♥ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s Ojk

t❡❧❧❡s q✉❡ (j, k) s♦✐t ✉♥❡ ❡♥tré❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q1✱ s✉r ❧❡s λ2T ✐♥st❛♥ts s✉✐✈❛♥ts✱ ♦♥
❡✛❡❝t✉❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s Ojk t❡❧❧❡s q✉❡ (j, k) s♦✐t ✉♥❡ ❡♥tré❡ ♥♦♥ ♥✉❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛tr✐❝❡ Q2✱ ❡t❝✳

✶✵✳✸✳✸✳ ❈❛s ♥♦♥✲♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✳ ✖ ❈♦♠♠❡ ✐❧ ❛ été ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦♥t ♠❛❧ rés♦❧✉s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉
✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ♦ù ❧✬♦♥ s❛✐t rés♦✉❞r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s à ♣❧✉s✐❡✉rs ❞✐③❛✐♥❡ ❞❡ ♠✐❧❧✐❡rs ❞❡ ✈✐❧❧❡s✳
P♦✉r ❧❡ ❥♦❜✲s❤♦♣ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ à ❝❡ ❥♦✉rs ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬✐♥st❛♥❝❡s à ✶✺ tâ❝❤❡s ❡t ✶✺
♦♣ér❛t✐♦♥s ♣❛r tâ❝❤❡s ✭s♦✐t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♦❝❝✉♣❛♥t ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥t ♠é♠♦✐r❡ ❞❡ ✷✷✺ ♥♦♠❜r❡s ré❡❧s✮
❞♦♥t ♦♥ ❡st très ❧♦✐♥ ❞❡ ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬♦♣t✐♠✉♠✳

▲❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡♠♣❧♦②é❡s ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t s♦♥t
❞♦♥❝ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ très s♦♣❤✐st✐q✉é❡s ❡t ❞é♣❛ss❡♥t ❧❛r❣❡♠❡♥t ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ t❡❧ ❝♦✉rs✳ ◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s
❞♦♥❝ q✉✬❡✤❡✉r❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♥♦t✐♦♥s ✉t✐❧❡s à ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ♣♦✉r
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❥♦❜✲s❤♦♣✳

✶✵✳✸✳✸✳✶✳ ●r❛♣❤❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢✳ ✖ ❯♥ ♦✉t✐❧ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦♠♠♦❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛s ❞✐✣❝✐❧❡s✱ ❡t
q✉✐ ♣❡✉t s❡r✈✐r t❛♥t ♣♦✉r ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ q✉❡ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❡①❛❝t❡s ❞✉ t②♣❡
❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❡st ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢✳

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♠✐①t❡ ✭à ❧❛ ❢♦✐s ❞❡s ❛r❝s ❡t ❞❡s ❛rêt❡s✮ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts
s♦♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❛r❝s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝♦♥❥♦♥❝t✐✈❡s ✭✉♥ ❛r❝ ❡st ♠✐s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s
❝♦♥sé❝✉t✐✈❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡✮✱ ❧❡s ❛rêt❡s ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❞✐s❥♦♥❝t✐✈❡s ✭✉♥❡ ❛rêt❡ ❡st ♠✐s❡ ❡♥tr❡ t♦✉t❡
♣❛✐r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛❝❤✐♥❡✮✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥ ❛r❝ ❡st ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥
❞♦♥t ✐❧ ❡st ✐ss✉✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❥♦❜✲s❤♦♣ s✉✐✈❛♥t✱ à tr♦✐s tâ❝❤❡s✱ ❡t tr♦✐s ♠❛❝❤✐♥❡s✳

J1 M1 : 2 M2 : 5 M3 : 4

J2 M2 : 1 M1 : 6 M3 : 7

J3 M3 : 6 M2 : 8 M1 : 3

▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡st ❞♦♥♥é s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳
▲❛ r❡♠❛rq✉❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡ q✉✐ ♠♦t✐✈❡ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡

❚r♦✉✈❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st ♦r✐❡♥t❡r ❧❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛❝✐r❝✉✐✲
t✐q✉❡✳

❊♥ ♠❡tt❛♥t s✉r ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞♦♥t ❡❧❧❡
❡st ✐ss✉❡✱ ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡ ♠❛❦❡s♣❛♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ ❞✉ré❡ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✳
❖♥ s❡ r❡tr♦✉✈❡ ❡♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧✲tâ❝❤❡ ✭❙❡❝t✐♦♥
✶✵✳✷✮ ♦ù ❧❡s ❞✉ré❡s ❡t ❧❡s ♣ré❝é❞❡♥❝❡s s♦♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ✜①é❡s✳

✶✵✳✸✳✸✳✷✳ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳ ✖ ❖♥ ❞é✜♥✐t ❛❧♦rs ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✷✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ ♦♣é✲
r❛t✐♦♥ O✱ ❧❛ q✉❛♥t✐té ηO q✉✐ ❡st ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❉é❜✉t à O✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ πO

✭❡♥ ♥❡ ❣❛r❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛r❝s✮✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❞é❝r✐ts ❙❡❝t✐♦♥ ✶✵✳✷✳
❖♥ ❞é✜♥✐t η(O) := minO∈O ηO✱ π(O) := minO∈O πO ❡t p(O) :=

∑

O∈O p(O)✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥ s❝❤é♠❛ ❞❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳ ❖♥ ❛ ❡♥ ❡✛❡t ❛❧♦rs ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉✐✈❛♥t❡

s✉r ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ✿

max
k=1,...,m

(

max
O⊆Ok

η(O) + π(O) + p(O)

)

,

♦ù Ok ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡✈❛♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡s s✉r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ k✳ ❈❛r❧✐❡r ❛ ♠♦♥✲
tré q✉✬❡❧❧❡ s❡ ❝❛❧❝✉❧❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ▲❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧ ❝♦♥s✐st❡ à ✜①❡r
♣r♦❣r❡ss✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❛r❝s ❞❡♣✉✐s ❧✬♦r✐❣✐♥❡ ❉é❜✉t✳

✶✶✺



Début

J1

J2

J3

Fin

: arc conjonctif

: arête disjonctive

2
5

4

1 6 7

6 8

3

❋✐❣✳ ✻✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢✳

✶✵✳✸✳✸✳✸✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ✖ P♦✉r ❢❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é✱ t❛❜♦✉✱ ❡t❝✳✮✱
✐❧ ❢❛✉t ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s✉r ❧❡s ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ré❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs ét❛♥t
✐❞❡♥t✐✜és ❛✈❡❝ ❧❡s ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥s ❛❝✐❝✉✐t✐q✉❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❞✐s❥♦♥❝t✐❢✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞✐r❡ q✉❡
❞❡✉① ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥ts ré❛❧✐s❛❜❧❡s s♦♥t ✈♦✐s✐♥s s✐ ♦♥ ♣❛ss❡ ❞❡ ❧✬✉♥ à ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r

✕ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞✬❛r❝
✕ r❡t♦✉r♥❡♠❡♥t ❞❡s ❛r❝s ❞✐s❥♦♥❝t✐❢s ❞✬✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❝r✐t✐q✉❡✳

✶✵✳✹✳ ❊①❡r❝✐❝❡s

✶✵✳✹✳✶✳ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❞❡ ♣r♦❥❡t✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❥❡t ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✬✐♠♠❡✉❜❧❡ s✉✐✲
✈❛♥t✱ ❞é❝♦✉♣é ❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s✳ P♦✉r ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ T ❞♦♥♥é❡✱ ❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
✐♥❞✐q✉❡ q✉❡❧❧❡s tâ❝❤❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ t❡r♠✐♥é❡s ♣♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♠♠❡♥❝❡r T ✳ ❚r♦✉✈❡r ❧❛ ❞✉ré❡ ♠✐✲
♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❥❡t✳ ❏✉st✐✜❡r ❧❛ ré♣♦♥s❡✳

✶✶✻



❚â❝❤❡s ❉❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❉✉ré❡ ✭❥✮ ❈♦♥tr❛✐♥t❡s
A ♣ré♣❛r❛t✐♦♥✱ ❢♦♥❞❛t✐♦♥s ✻ ❉é❜✉t
B ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s ♠✉rs ✶✵ ❆
C ♣❧♦♠❜❡r✐❡ ❡①tér✐❡✉r❡ ✹ ❇
D ♣❧♦♠❜❡r✐❡ ✐♥tér✐❡✉r❡ ✺ ❆
E é❧❡❝tr✐❝✐té ✼ ❆
F t♦✐t ✻ ❇
G ♣❡✐♥t✉r❡ ❡t ✜♥✐t✐♦♥s ❡①tér✐❡✉r❡s ✶✻ ❇✱❈✱❋
H ❧❛♠❜r✐s ✽ ❉✱❊
I s♦❧ ✹ ❉✱❊
J ♣❡✐♥t✉r❡ ❡t ✜♥✐t✐♦♥s ✐♥tér✐❡✉r❡s ✶✶ ❍✱■

✶✵✳✹✳✷✳ ❖r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞❡ tr❛✈❛✉① s✉r ✉♥ ❝❤❛♥t✐❡r✱ ❞✬❛♣rès ❞❡ ❲❡rr❛✱ ▲✐❡❜❧✐♥❣✱
❍ê❝❤❡✳ ✖ ❚r♦✉✈❡r ❧❡ t❡♠♣s ♠✐♥✐♠✉♠ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧❡s tâ❝❤❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳ ❚r♦✉✈❡r
é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❝r✐t✐q✉❡s✳

❚â❝❤❡s ❉✉ré❡s ❈♦♥tr❛✐♥t❡s
A ✶✵ ❉é❜✉t

P♦s❡ ❞❡ ❝❧♦✐s♦♥s
B ✶✷ A, G

♠❡♥✉✐s❡r✐❡
C ✶✹ B

✈✐tr❡r✐❡
D ✶✵ ❛✉ ♣❧✉s tôt

❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✷ ❥♦✉rs ❛♣rès ❉é❜✉t
❞❡ ❧✬♦ss❛t✉r❡

E ✾ D

♣❧♦♠❜❡r✐❡
F ✶✶ ❛✉ ♣❧✉s tôt ❧♦rsq✉❡ ❧❡s ✹✴✺

❝❤❛r♣❡♥t❡
❞❡ D s♦♥t t❡r♠✐♥és
❡t ❛✉ ♣❧✉s t❛r❞ ✸✵ ❥♦✉rs
❛✈❛♥t ❧❡ ❞é❜✉t B

G ✶✸ F

♣♦s❡ ❞❡
❧❛ ❝♦✉✈❡rt✉r❡

H ✶✺ E, I

✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥
❞❡s r❛❞✐❛t❡✉rs

I ✶✻ C

r❡✈êt❡♠❡♥t ❞❡s ♠✉rs
❡t ❞❡s ❝❧♦✐s♦♥s

✶✵✳✹✳✸✳ ❈❛s à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ✖ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ❞✬❛t❡❧✐❡r
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s à ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❖♥ s❡ ♠❡t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥ ♣ré❡♠♣t✐❢✱ ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ ❡st ❢❛✐t❡ ❞✬✉♥❡
s❡✉❧❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✭✢♦✇✲s❤♦♣✱ ❥♦❜✲s❤♦♣ ❡t ♦♣❡♥✲s❤♦♣ ✐❞❡♥t✐q✉❡s✮✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ♠❛❦❡s♣❛♥✱
♠✐♥✐♠✉♠

∑

j Cj ✱ ♠✐♥✐♠✉♠
∑

j wjCj ✭♦ù ❝❤❛q✉❡ tâ❝❤❡ j ❡st ♠✉♥✐❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐❞s j✮✳

✶✶✼



✶✵✳✹✳✹✳ ❘❡t♦✉r s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡ ✭❝♦✉rs s✉r ❧❡s ✢♦ts✮✳ ✖ ❖♥
r❡✈✐❡♥t s✉r ❧✬❡①❡r❝✐❝❡ ❞✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡s tâ❝❤❡s✱ ♠❛✐s ❝❡tt❡ ❢♦✐s ♦♥ ♥❡ s✉♣♣♦s❡ ♣❧✉s q✉❡ ❧❡s ❡♠♣❧♦②és
♣✉✐ss❡♥t tr❛✈❛✐❧❧❡r ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛ ❞✐✛ér❡♥t❡s tâ❝❤❡s à ❛❝❝♦♠♣❧✐r ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡s ❞✉ré❡s ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥✱
❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❞❡ ♠❛✐♥ ❞✬÷✉✈r❡ ❞♦♥t ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s✳ ❆ ✉♥
✐♥st❛♥t ❞♦♥♥é✱ ✉♥ ❡♠♣❧♦②é ♥❡ ♣❡✉t s❡ ❝♦♥s❛❝r❡r q✉✬à ✉♥❡ s❡✉❧❡ tâ❝❤❡ à ❧❛ ❢♦✐s✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ s❡ ♠❡t
❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣ré❡♠♣t✐❢✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✉♥ ❡♠♣❧♦②é ♣❡✉t ✐♥t❡rr♦♠♣r❡ s♦♥ tr❛✈❛✐❧ s✉r ✉♥❡ tâ❝❤❡✱
❡t ❧❡ r❡♣r❡♥❞r❡ ♣❧✉s t❛r❞✳

❖♥ ✈❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à t♦✉t ✐♥st❛♥t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♠♣❧♦②é
i ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ j s✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ tr❛✈❛✐❧❧❡✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s ✭♠❛❦❡s♣❛♥✮✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ ❞❡ tâ❝❤❡s

❉♦♥♥é❡s ✿ n tâ❝❤❡s ❡t ❧❡✉rs ❞✉ré❡s t1, . . . , tn ∈ R+ ❀ m ❡♠♣❧♦②és ❡t ❞❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s Si ⊆
{1, . . . ,m} q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❡♠♣❧♦②és ❝♦♠♣ét❡♥ts ♣♦✉r ❧❛ tâ❝❤❡ i✳

❚â❝❤❡ ✿ ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à t♦✉t ✐♥st❛♥t ❧❛ ❞♦♥♥é❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❡♠♣❧♦②é i ❞❡ ❧❛
tâ❝❤❡ j s✉r ❧❡q✉❡❧ ✐❧ tr❛✈❛✐❧❧❡✱ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ t❡♠♣s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s tâ❝❤❡s
✭♠❛❦❡s♣❛♥✮✳

▼♦♥tr❡r q✉❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❡✉t s❡ rés♦✉❞r❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳

✶✵✳✹✳✺✳ Pr❡✉✈❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇✐r❦♦✛✲✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✳ ✖ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦✲
rè♠❡ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛✲✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥✱ q✉✐ ❞✐t q✉❡ t♦✉t❡ ♠❛tr✐❝❡ ❜✐st♦❝❤❛st✐q✉❡ A ✭♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡ à
❝♦❡✣❝✐❡♥ts ♣♦s✐t✐❢s✱ ❞♦♥t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❧✐❣♥❡ ❢❛✐t 1✱ ❡t ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s t❡r♠❡s
❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❢❛✐t 1✮ ❡st ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡ ♠❛tr✐❝❡s ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✭♠❛tr✐❝❡ ❝❛rré❡
à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s {0, 1} ❛②❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ 1 ♣❛r ❧✐❣♥❡ ❡t ♣❛r ❝♦❧♦♥♥❡✮✳

✶✳ ❆✈❡❝ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❑ö♥✐❣ ✭q✉✐ ❞✐t q✉❡ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦✉✈❡rt✉r❡
♣❛r ❧❡s s♦♠♠❡ts ❡st é❣❛❧❡ à ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡✮✱ ♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❍❛❧❧
s✉✐✈❛♥t ✿ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐✱ ❞❡ ❝❧❛ss❡s U ❡t V ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t X ⊆ U ✱ ♦♥ ❛
|N(X)| ≥ |X|✱ ♦ù N(X) ❡st ❧❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❡ X ❞❛♥s G✳ ❆❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❝♦✉✈r❛♥t U ✳

✷✳ ❊♥ ❞é❞✉✐r❡ ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❇✐r❦❤♦✛✲✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✭✐♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tré❡s ♥♦♥✲♥✉❧❧❡s ❞❡ A✱ ❡t ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ G ❞♦♥t ❧❡s ❝❧❛ss❡s s♦♥t ❧❡s
❧✐❣♥❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✳✮

✶✵✳✹✳✻✳ ❏♦❜✲s❤♦♣ à ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ❥♦❜✲s❤♦♣ ♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐❢ s✉✐✲
✈❛♥t❡✱ ❧❛ ✢è❝❤❡ ✐♥❞✐q✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡s tâ❝❤❡s✳

M1 M2

J1 6 → 3

J2 5 → 4

J3 7 ∅
J4 ∅ 3

J5 2 ← 6

J6 4 ← 3

Pr♦♣♦s❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✳

✶✶✽



✶✵✳✹✳✼✳ ❖♣❡♥✲s❤♦♣ à ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ ♦♣❡♥✲s❤♦♣ ♥♦♥✲♣ré❡♠♣t✐❢
s✉✐✈❛♥t❡✳

M1 M2

J1 7 0

J2 3 7

J3 9 14

J4 7 3

J5 7 3

J6 7 0

Pr♦♣♦s❡r ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧✳

✶✵✳✹✳✽✳ ❉é❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡t ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ✢♦tt❡ ❞❡ ❝❛♠✐♦♥s✳ ✖ ❯♥ s✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❡♥tr❡✲
♣r✐s❡ ❧♦❣✐st✐q✉❡ ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❞❡✉① ❡♥tr❡♣ôts ✿ ❧✬✉♥ ❞❡ ❞é❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✭❡♥tr❡♣ôt D✮ ❡t ❧✬❛✉tr❡
❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✭❡♥tr❡♣ôt C✮✳ ▲❡ ♠❛t✐♥✱ à ✻❤✱ 15 ❝❛♠✐♦♥s s❡ ♣rés❡♥t❡♥t✱ ❝❤❛❝✉♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛✐ss❡s ❝♦♥♥✉✱ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ❈❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❡s ❝❛♠✐♦♥s ❞♦✐t êtr❡
✐♥té❣r❛❧❡♠❡♥t ✈✐❞é ❞❛♥s ❧✬❡♥tr❡♣ôt D ❛✈❛♥t ❞✬❛❝❝é❞❡r à ❧✬❡♥tr❡♣ôt C✱ ♦ù ✐❧ s❡r❛ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❤❛r❣é
❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛✐ss❡s ❝♦♥♥✉✱ ✐♥❞✐q✉é é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ P♦✉r ❞❡s r❛✐s♦♥s
❧✐é❡s ❛✉① ❡✛❡❝t✐❢s ❡♥ ♣❡rs♦♥♥❡❧ ❡t ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♠❛♥✉t❡♥t✐♦♥✱ ✉♥ s❡✉❧ ❝❛♠✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ tr❛✐té
à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❡♥tr❡♣ôt✱ ❡t ❧♦rsq✉✬♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝❡ à tr❛✐t❡r ✉♥ ❝❛♠✐♦♥✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ✐♥t❡rr♦♠♣r❡
❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✳ ❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✜♥✐r ❛✉ ♣❧✉s tôt ❧❡ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡s 15 ❝❛♠✐♦♥s✱ s❛❝❤❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s
❞❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❞é❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛✐ss❡s ✿ 1 ♠✐♥✉t❡
♣❛r ❝❛✐ss❡✳ ❖♥ ♥é❣❧✐❣❡ ❧❡ t❡♠♣s ♣♦✉r s❡ r❡♥❞r❡ ❞✬✉♥ ❡♥tr❡♣ôt à ❧✬❛✉tr❡✳ ❆ q✉❡❧❧❡ ❤❡✉r❡ ♣❡✉t✲♦♥
❛✈♦✐r ✜♥✐ ❛✉ ♣❧✉s tôt ❄ ❏✉st✐✜❡r ✈♦tr❡ ré♣♦♥s❡✳

❈❛♠✐♦♥s ◆❜r❡ ❞❡ ❝❛✐ss❡s à ❞é❝❤❛r❣❡r ◆❜r❡ ❞❡ ❝❛✐ss❡s à ❝❤❛r❣❡r
✶ ✷ ✻
✷ ✶ ✷
✸ ✷✵ ✶✶
✹ ✷ ✸
✺ ✼ ✻
✻ ✻ ✻
✼ ✷ ✸
✽ ✶ ✹
✾ ✽ ✼
✶✵ ✻ ✹
✶✶ ✶✷ ✶✶
✶✷ ✺ ✽
✶✸ ✼ ✸
✶✹ ✻ ✾
✶✺ ✺ ✶

✶✶✾





❈❍❆P■❚❘❊ ✶✶

❚❖❯❘◆➱❊❙

▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t♦✉r♥é❡s s♦♥t ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧❡s ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧s ❡♥ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❡♥ ▲♦❣✐st✐q✉❡✳ ▲❡ t❤è♠❡ ❣é♥ér❛❧ ❡st ❧❡ s✉✐✈❛♥t ✿ ✉♥ rés❡❛✉ ét❛♥t ❞♦♥♥é✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❡
✈✐s✐t❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❡ ❝♦ût✳ ▲❡s ✈❛r✐❛t✐♦♥s s♦♥t ❛❧♦rs ✐♥✜♥✐❡s ❡t ♣❡✉✈❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❡r
❧❛ ♥❛t✉r❡ ❞✉ rés❡❛✉✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈✐s✐t❡✱ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ❝♦ût✳ ❉❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
êtr❡ ❛❥♦✉té❡s à ❧✬❡♥✈✐❡ ✿ ❢❡♥êtr❡ ❞❡ t❡♠♣s✱ r❡t♦✉r ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✱ ❡t❝✳

❉❛♥s ❝❡tt❡ sé❛♥❝❡✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛✉① ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❧❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s à ❢♦r♠✉❧❡r
❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢❛♠✐❧❧❡✱ t♦✉s ❞❡✉① ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ✐♥térêt ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡
❡t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦st✐❡r ❝❤✐♥♦✐s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s q✉✬✐❧s ✐❧❧✉str❡♥t ❧❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts ❞❡
❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝❛r✱ ❜✐❡♥ q✉❡ très s❡♠❜❧❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡✉r ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✱ ✐❧s ❞✐✛èr❡♥t
r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t q✉❛♥t à ❧❡✉r rés♦❧✉t✐♦♥ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬✉♥ ❞✬❡✉① ♣❡✉t êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧
♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧❡ à ✐♠♣❧❛♥t❡r✱ ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡ ❡t ♥é❝❡ss✐t❡ ♣♦✉r
êtr❡ rés♦❧✉ ✉♥ ♠é❧❛♥❣❡ ❞❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛✈❛♥❝é❡s ❡t ❞✬❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳

✶✶✳✶✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡

✶✶✳✶✳✶✳ ❱❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té❡✳ ✖

✶✶✳✶✳✶✳✶✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✭❚r❛✈❡❧✐♥❣ ❙❛✲
❧❡s♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ♦✉ ❚❙P ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ s❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✿

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût s✉r ❧❡s ❛rêt❡s c : E → R+✳

❉❡♠❛♥❞❡ ✿ ❯♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❢❡r♠é❡ C ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts t❡❧❧❡ q✉❡
∑

e∈C c(e) s♦✐t ♠✐♥✐✲
♠✉♠✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❛ été ✈✉❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✷✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✶✳✶✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s ♣❧✉s ✐♥t❡❧❧✐❣❡♥t❡s✱ ❡t ❞♦♥❝ s❡ t♦✉r✲
♥❡r ✈❡rs ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r tr♦✐s ❛♣♣r♦❝❤❡s ✿
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✱ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ▲❡s ❣r❛♥❞s ♣r♦❣rès ❞❡ ❝❡s ❞❡r✲
♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ rés♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ rés✐❞❡♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❞❛♥s ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✱ ❡t ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❜♦r♥❡s✳ ❖♥ s❛✐t
❞❡ ♥♦s ❥♦✉rs rés♦✉❞r❡ ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s à 100000 ✈✐❧❧❡s✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ✈✐♥❣t❛✐♥❡ ❞✬❛♥♥é❡✱ ♦♥ ♥❡
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Graphe complet des plus courtes
châınes

❋✐❣✳ ✶✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ♣❡✉t s❡ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡

❞❡ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t✳

❞é♣❛ss❛✐t ♣❛s q✉❡❧q✉❡s ❝❡♥t❛✐♥❡s ❞❡ ✈✐❧❧❡s ✭❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❥♦✉❡ ✉♥ rô❧❡ très s❡❝♦♥❞❛✐r❡
❞❛♥s ❝❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ✕ ✈♦✐r ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ s✉r ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✉ ❞é❜✉t ❞✉ ❝♦✉rs✮✳

▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞é❝r✐r❡ s✬é♥♦♥❝❡♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡
s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t Kn✳ ❊❧❧❡ s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡t ❡♥ ♠❡tt❛♥t
❝♦♠♠❡ ❝♦ût c(xy) ❧❡ ❝♦ût ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s G ❞❡ x à y✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♣r❡♥♦♥s ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡
❢❡r♠é❡ ❞❡ G ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts✳ ▲❛ s✉❝❝❡ss✐♦♥ ❞❡s ♣r❡♠✐❡rs ♣❛ss❛❣❡s ❡♥ ❝❤❛q✉❡ s♦♠♠❡t
♣❧✉s ❧❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❞é♣❛rt ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ❝♦ût ✐♥❢ér✐❡✉r ❞❛♥s Kn✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱
✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s Kn ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦ût ❞❛♥s G✳
❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦ût ❞❛♥s Kn ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ t♦✉r♥é❡
❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❛♥s G✳

❱♦✐r ❧✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✭r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✮ ✿

❉♦♥♥é❡s ✿ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t Kn = (V,E) ❛✈❡❝ n s♦♠♠❡ts ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût s✉r ❧❡s
❛rêt❡s c : E → R+ ❛✈❡❝ c(xy) + c(yz) ≥ c(xz) ♣♦✉r t♦✉t x, y, z ∈ V ✳

❉❡♠❛♥❞❡ ✿ ❯♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✳

✶✶✳✶✳✶✳✷✳ ❍❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✜❞ès✳ ✖ ▲❡ ♣❧✉s ❝é❧è❜r❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦②❛✲
❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ❡st ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✜❞ès q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ 3/2✲
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❙❡❧♦♥ ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❝♦♥t❡♠♣♦r❛✐♥❡✱ ♦♥ ❞❡✈r❛✐t ♣❧✉tôt ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞✬❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❧❛ tr❛❞✐t✐♦♥ ❛ ✐♠♣♦sé ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ ❤❡✉r✐st✐q✉❡✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st très s✐♠♣❧❡ ✭✈♦✐r ❧✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✮✳

✶✷✷
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❋✐❣✳ ✷✳ ▲✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✜❞ès✳

❚r♦✉✈❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t T ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✳ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ M

♣❛r❢❛✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥ s✉r J ✱ ♦ù J ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ T ❞❡
❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r✳ M∪T ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡✉❧ér✐❡♥ ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡
Kn✱ s✉✐✈r❡ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❡✉❧ér✐❡♥✱ ♣r❡♥❞r❡ ❞❡s ✏r❛❝❝♦✉r❝✐s✑ q✉❛♥❞ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳

❈❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡✉① r♦✉t✐♥❡s ✿ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠✱ q✉✐ ❡st
❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉ ✭❈❤❛♣✐tr❡ ✶✸✮ ❀ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r❢❛✐t ❞❡
♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠✱ ♥♦♥ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉✬✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r❢❛✐t ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡
q✉✐ ❝♦✉✈r❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✳ ❙✐ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ♣♦♥❞éré✱ ❡t s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡❧ ❝♦✉♣❧❛❣❡✱
♦♥ s❛✐t tr♦✉✈❡r ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❊❞♠♦♥❞s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✶✳✷✳ ✖ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss✉s ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ 3/2✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t H ❧❡ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ♦❜t❡♥✉ à ❧❛ ✜♥✳ ■❧ ❢❛✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♦❜t✐❡♥t
❜✐❡♥

∑

e∈H

ce ≤
3

2
OPT.

✶✷✸



J = sommets de degré impair dans T .

J = {j1, j2, . . . , js}

j1

j2

j3

j5

j6

j4

inégalité triangulaire :

H = cycle hamiltonien de plus petit coût

HM

M

c(M) + c(M) ≤ c(H)

❋✐❣✳ ✸✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❢❛❝t❡✉r ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞❡ ❈❤r✐st♦✜❞ès✳

P♦✉r ❝❡❧❛✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ ♣♦✐❞s ❞❡ M ❡st ≤ 1
2OPT ✳

❙♦✐t H̃ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ♦♣t✐♠❛❧✳ J = {j1, . . . , js} s♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r ❞❡
T ✱ ♥✉♠ér♦té ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ H̃✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ jiji+1 ♣♦✉r i = 1, 3, . . .✱
❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ✏❝♦♠♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✑ jiji+1 ♣♦✉r i = 2, 4, . . .✳ ▲❛ s♦♠♠❡ ❞❡ ❧❡✉r ♣♦✐❞s ❡st ≤ OPT ✱ ♣❛r
✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧✬✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛ ✉♥ ♣♦✐❞s ≤ 1

2OPT ✳ ❆ ❢♦rt✐♦r✐✱ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s
♣♦✉r M ✭❝❛r ❝✬❡st ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s s✉r J✮✳ ✭▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✮

✶✶✳✶✳✶✳✸✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳✖ ❘❛♣♣❡❧♦♥s
q✉✬✉♥ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ A ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ B ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r x ∈ {0, 1}B ♦ù

xe =

{

1 s✐ e ∈ A

0 s✐♥♦♥✳

❖♥ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ très ❝♦♠♣❛❝t❡ s♦✉s ❢♦r♠❡
❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✶✳✶✳✸✳ ✖ ▲❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡s ❞❡s ❝②❝❧❡s ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s
✈❡❝t❡✉rs ❡♥t✐❡rs ❞✉ s②stè♠❡

0 ≤ xe ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E,
∑

e∈δ(v) xe = 2 ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V,
∑

e∈δ(X) xe ≥ 2 ♣♦✉r t♦✉t X ⊆ V, X 6= ∅, V.

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t x ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❡ ✈❡❝t❡✉r
s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t x ✉♥ ✈❡❝t❡✉r s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

✶✷✹



❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❈♦♠♠❡

0 ≤ xe ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E,
∑

e∈δ(v) xe = 2 ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V,

❧❡s ❛rêt❡s e t❡❧❧❡s q✉❡ xe = 1 ❢♦r♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ ❝②❝❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❝♦✉✈r❛♥t t♦✉s
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡✳ ■❧ s✉✣t ❞♦♥❝ ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ q✉✬✉♥ s❡✉❧ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✳
❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡s ✐♥é❣❛❧✐tés

∑

e∈δ(X) xe ≥ 2 ♣♦✉r t♦✉t X ⊆ V, X 6= ∅, V ✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✬✐❧
② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦✉✈r❡ ♣❛s t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts✱ ❡♥ ♣♦s❛♥t X ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❝♦✉✈❡rts
♣❛r ❝❡ ❝②❝❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✳

❘és♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡

✭✸✵✮

min
∑

e∈E c(e)xe

0 ≤ xe ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E,

xe ∈ Z ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E,
∑

e∈δ(v) xe = 2 ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V,
∑

e∈δ(X) xe ≥ 2 ♣♦✉r t♦✉t X ⊆ V, X 6= ∅, V.

✶✶✳✶✳✶✳✹✳ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t✳ ✖ ❖♥ ♣❡✉t ❡ss❛②❡r ❞✬❡♥ t✐r❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♣♦✉r ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❞❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s♦♥t ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳ ❖♥
♣❡✉t ❡♥ ♣r❡♥❞r❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❜♦r♥❡s ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡s ❡♥ t❡♠♣s
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡s ❜♦r♥❡s ❡st ♠♦✐♥❞r❡✳

✭✸✶✮

min
∑

e∈E c(e)xe

0 ≤ xe ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E,
∑

e∈δ(v) xe = 2 ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V,
∑

e∈δ(X) xe ≥ 2 ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s X ⊆ V, X 6= ∅, V.

❉❛♥s ❧❡s ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✱ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ❡st ❝r✉❝✐❛❧❡✳ ❯♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡✣❝❛❝❡✱ ❛♣♣❡❧é❡
❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t✱ ♣❡r♠❡t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à s✉✐✈r❡ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬✉♥
❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❡♥ ❛❣r❛♥❞✐ss❛♥t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ❧❡s ❜♦r♥❡s ❛✉ ❢✉r ❡t à ♠❡s✉r❡
❞❡ ❧✬❡①♣❧♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✳

❖♥ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✸✶✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ x∗ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
■❧ ② ❛ ✸ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés

✶✳ x∗ ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳ ❖♥ ❛ tr♦✉✈é ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥
♦♣t✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥÷✉❞ ❝♦✉r❛♥t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✳

✷✳ ❖♥ tr♦✉✈❡ ✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞✉ t②♣❡
∑

e∈δ(X) xe ≥ 2 q✉✐ s♦✐t ✈✐♦❧é❡✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ❡♥
t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✿ ❝✬❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✭✈♦✐r ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❡s ✢♦ts✮✳
❖♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✈✐♦❧é❡ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ♦♥ rés♦✉t ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❧✐♥é❛✐r❡✳

✸✳ ❖♥ ♥❡ tr♦✉✈❡ ❛✉❝✉♥❡ ✐♥é❣❛❧✐té ❞❡ ❝❡ t②♣❡ q✉✐ s♦✐t ✈✐♦❧é❡✱ ♠❛✐s x∗ ♥✬❡st ♣❛s
❡♥t✐❡r✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♣♦✉r ❧❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✳ ■❧ ❢❛✉t ❜r❛♥❝❤❡r s✉r ❝❡
♥÷✉❞ ❡t r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ♣♦✉r ❧❡s ✜❧s✳

✶✶✳✶✳✶✳✺✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ✖ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛✲
❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ♣♦✉✈❛✐t ❢♦✉r♥✐r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❜♦r♥❡s✱ s✐ ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡st ✏❢❛❝✐❧❡✑✳

✶✷✺



1

2

4

3

5

6

7

❋✐❣✳ ✹✳ ❯♥ 1✲❛r❜r❡✳

❈✬❡st ❧❡ ❝❛s ✐❝✐ ✭❍❡❧❞ ❡t ❑❛r♣ ✶✾✼✵✮✳ ❖♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✸✵✮

0 ≤ xe ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E,

xe ∈ Z ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E,
∑

e∈δ(v) xe = 2 ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V,
∑

e∈E[X] xe ≤ |X| − 1 ♣♦✉r t♦✉t X ⊆ V, X 6= ∅, V.

♦ù E[X] ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r X✱ ✐✳❡✳ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❛②❛♥t ❧❡✉rs ❞❡✉①
❡①tré♠✐tés ❞❛♥s X✳

❊♥ ❡✛❡t 2
∑

e∈E[X] xe +
∑

e∈δ(X) xe =
∑

v∈X

∑

e∈δ(v) xe✳ ❉♦♥❝✱ s✐
∑

e∈δ(v) xe = 2 ♣♦✉r t♦✉t
v ∈ V ✱ ♦♥ ❛ 2

∑

e∈E[X] xe +
∑

e∈δ(X) xe = 2|X|✱ ❞✬♦ù ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❊♥
❢❛✐s❛♥t ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ s♦♠♠❡t 1✱ ♦♥ ♣❡✉t réé❝r✐r❡ ❧❡ s②stè♠❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡

0 ≤ xe ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E,

xe ∈ Z ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E,
∑

e∈δ(1) xe = 2
∑

e∈E[X] xe ≤ |X| − 1 ♣♦✉r t♦✉t X ⊆ {2, . . . , n}, X 6= ∅,
∑

e∈E xe = n
∑

e∈δ(v) xe = 2 ♣♦✉r t♦✉t v ∈ {2, . . . , n},
❊♥ ✏♦✉❜❧✐❛♥t✑ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s

∑

e∈δ(v) xe = 2 ♣♦✉r v ∈ {2, . . . , n}✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ s②stè♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ q✉✐ ❞é❝r✐t ❧❡s 1✲❛r❜r❡s✳ ❯♥ 1✲❛r❜r❡ ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t {2, . . . , n}✱ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ❛rêt❡s
s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s q✉✐tt❛♥t 1 ✭✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✹✮ ✲ s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ✭❧❛ r♦✉t✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡s ❛r❜r❡s ❝♦✉✈r❛♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❞é❝r✐t❡ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉✮✳

❖♥ ❛ t♦✉t ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ♣❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ▲❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥ ❡st

L(x, λ) :=
∑

e∈E

cexe +

n
∑

i=2

λi





∑

e∈δ(i)

xe − 2



 .

✶✷✻



▲❛ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❡ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❡st ❞♦♥♥é❡ ♣❛r

max
λ∈Rn−1

G(λ)

♦ù

G(λ) := −2
∑

i∈V

λi + min
x ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ✶✲❛r❜r❡

L(x, λ)

❡♥ ♣♦s❛♥t λ1 := 0✱ s♦✐t ❡♥❝♦r❡

G(λ) = −2
∑

i∈V

λi + min
T ❡st ✉♥ ✶✲❛r❜r❡

∑

ij∈T

(cij + λi + λj).

❖♥ s❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r G(λ) ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♣♦✉r t♦✉t λ✱ ❝❡❧❛ s✉✣t ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✼✮ ♣♦✉r
♣♦✉✈♦✐r ❝❛❧❝✉❧❡r maxλ∈Rn−1 G(λ) ♣❛r ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡ s✉r✲❣r❛❞✐❡♥t✳

❈❡tt❡ ❜♦r♥❡ ❡st très ❜♦♥♥❡ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✶✳✹ ✭❍❡❧❞ ❑❛r♣ ✶✾✼✵✮✳ ✖ maxλ∈Rn−1 G(λ) ❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛①❛✲
t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✸✵✮✳

▲❛ ❢❛ç♦♥ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡r ♣♦✉r ❧❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❡st ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ✉♥❡ ❛rêt❡ e✱ ❡t
❞✬é❝r✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥ X = Xe∪(X\Xe) ♦ù Xe ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♠♣r✉♥t❛♥t
❧✬❛rêt❡ e✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ t♦✉t ♥♦❡✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡

SA,B = {S ∈ S : A ⊆ S, B ∩ S = ∅} ❛✈❡❝ A, B ⊆ E.

❘és♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ♥♦❡✉❞ SA,B ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦ût ❡♠♣r✉♥t❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ A✱ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ❞❡ B✳ ■❧ r❡st❡ à ❞é❝r✐r❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥
❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s ❧♦rsq✉✬♦♥ ❜r❛♥❝❤❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t s❡ ❞✐r❡ q✉✬✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s 1✲❛r❜r❡s
❛✈❡❝ ❞❡s ❛rêt❡s ♣r❡s❝r✐t❡s ✭❝❡❧❧❡s ❞❡ A✮ ❡t ❞❡s ❛rêt❡s ✐♥t❡r❞✐t❡s ✭❝❡❧❧❡s ❞❡ B✮✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s
❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✐♠♣❧❡ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ❝❡tt❡ tâ❝❤❡✳ ❯♥❡ ♣❡t✐t❡ ❛st✉❝❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣❛❧❧✐❡r ❝❡tt❡ ❞✐✣❝✉❧té✳

❖♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡
❝♦♠♠❡r❝❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ♣r❡s❝r✐t❡s ❡t ✐♥t❡r❞✐t❡s✮✳ ❯♥❡ ♣❡t✐t❡ ❛st✉❝❡ ♣❡r✲
♠❡t ❞✬é❝r✐r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✏❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✑✱ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡
✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ♠♦❞✐✜❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✳

❙✐ ♦♥ ♣♦s❡

c′(e) :=







c(e)s✐ e ∈ A

c(e) + C s✐ e /∈ A ∪B

c(e) + 2C s✐ e ∈ B✱

♦ù C :=
∑

e∈E c(e) + 1✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ✭❡①❡r❝✐❝❡✮

▲❡s ❝②❝❧❡s ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ❞❡ SA,B s♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡✉① ❞♦♥t ❧❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦ût ❡st ≤ (n+1−|A|)C✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝②❝❧❡s ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s ❞❛♥s SA,B ♦♥t ✉♥ ❝♦ût q✉✐ ❞✐✛èr❡ ❞❡ ❧✬❛♥❝✐❡♥ ❝♦ût ❞✬❡①❛❝t❡♠❡♥t
(n− |A|)C✳

❉✉ ❝♦✉♣✱ ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡s ❜♦r♥❡s ♣❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ♣♦✉r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈♦②❛✲
❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ♥♦♥ ❝♦♥tr❛✐♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✱ ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ❞❡s ❜♦r♥❡s
✐♥❢ér✐❡✉r❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❉✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ❧❛ ❜♦r♥❡ s✉r SA,B s✬♦❜t✐❡♥t ❛✈❡❝ ♥✬✐♠✲
♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❜♦r♥❡ s✉r ❧❡ ❝♦ût ♦♣t✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦ût c′(e)✱ à ❧❛ q✉❡❧❧❡ ♦♥
r❡tr❛♥❝❤❡ (n− |A|)C✳

❊♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ♣❛r r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✳

✶✷✼



✶✶✳✶✳✶✳✻✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ✖ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❛tt❛q✉❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉
✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ♣❛r ❞❡s ♠ét❛✲❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳ ■▲ ❢❛✉t ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ 2✲❖P❚ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ ❞❡✉① ❝②❝❧❡s ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥s C, C ′ s♦♥t
✈♦✐s✐♥s s✬✐❧s ❞✐✛èr❡♥t ❞✬❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡✉① ❛rêt❡s |C \C ′| = |C ′ \C| = 2✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ✐♥té❣r❡r ❝❡
✈♦✐s✐♥❛❣❡ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ s❝❤é♠❛ ❞❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡ ❞✉ t②♣❡ ✏r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✑ ✭♠ét❤♦❞❡
t❛❜♦✉✱ r❡❝✉✐t s✐♠✉❧é✱✳✳✳✮✳ ❈❡❧❛ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ s✐♠♣❧❡ à ♣r♦❣r❛♠♠❡r✱ ♠❛✐s ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t
très ♠♦②❡♥s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠✐♥✐♠✉♠s ❧♦❝❛✉① ♣♦✉r ❝❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳

✶✶✳✶✳✷✳ ❱❡rs✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡✳ ✖

✶✶✳✶✳✷✳✶✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✖ ❖♥ ❛ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡ ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✱ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡ ✿

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ D = (V,A) ❛✈❡❝ n s♦♠♠❡ts ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût s✉r ❧❡s ❛rêt❡s
w : A→ R+✳

❉❡♠❛♥❞❡ ✿ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❢❡r♠é ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts✳

❉❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✱ ♦♥ ♣❡✉t r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❛ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t
♦r✐❡♥té ✭t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❡st r❡❧✐é❡ ♣❛r ❞❡✉① ❛r❝s ❞❡ s❡♥s ♦♣♣♦sé✮✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✱ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡ ✭r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥✮ ✿

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ Kn = (V,A)✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛r❝ (i, j) ♣♦✉r t♦✉t i 6= j ∈ V ✱ ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦ût s✉r ❧❡s ❛r❝s c : A→ R+✳

❉❡♠❛♥❞❡ ✿ ❯♥ ❝✐r❝✉✐t ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ C ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts t❡❧ q✉❡
∑

a∈C c(a) s♦✐t
♠✐♥✐♠✉♠✳

❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✱ ♦♥ ❛ ✿

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✶✳✺✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡ ❡st ◆P✲
❞✐✣❝✐❧❡✳

❋✐❣✳ ✺✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞✉ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ 2✲❖P❚✳

✶✷✽



❈❡❧❛ ♣❡✉t s❡ r❡tr♦✉✈❡r à ♣❛rt✐r ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✶✳✶✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♥♦♥✲
♦r✐❡♥té✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é❞♦✉❜❧❡r ❧❡s ❛rêt❡s ♣♦✉r ❡♥ ❢❛✐r❡ ❞❡✉① ❛r❝s ♣❛r❛❧❧è❧❡s ♠❛✐s ❞❡ s❡♥s ♦♣♣♦sés✳ ❖♥
s❡ r❛♠è♥❡ ❛❧♦rs ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ❡t s✐ ♦♥ ❛✈❛✐t ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧❡ rés♦❧✈❛♥t✱ ♦♥ ❡♥ ❛✉r❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❞❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥✲♦r✐❡♥té❡✱ ❝❡
q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✶✳✶✳

✶✶✳✶✳✷✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡s✳ ✖ ■❝✐✱ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ♣✐r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡
♥♦♥ ♦r✐❡♥té ❝❛r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❝✐✱ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡st❡ ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥
♦✉✈❡rt❡✳

❈♦♠♣❛r♦♥s ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲♦r✐❡♥té✳
✕ ❈♦♠♣❧❡①✐té ✿ ♣❛r❡✐❧✱ ❝✬❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳
✕ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❇♦✉♥❞ ✿ ♣❛r❡✐❧ ✿

✕ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡✳
✕ ▲❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡ ✿ ✐❧ ❢❛✉t s❛✈♦✐r tr♦✉✈❡r ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉♥
✶✲❛r❜r❡ ♦r✐❡♥té✳

✕ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✿ ❝✬❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡✳ ❖♥ ♥❡ ❝♦♥♥❛ît à ❝❡ ❥♦✉r ❛✉❝✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦r✐❡♥té✳

✕ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ✿ ♠ê♠❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✳
❯♥ ✶✲❛r❜r❡ ♦r✐❡♥té ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ F ❞✬❛r❝s t❡❧ q✉❡ ❧❡
✕ F ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ s✉r {2, . . . , n}
✕ deg✐♥(v) = 1 s✐ v ∈ {2, . . . , n}
✕ deg✐♥(1) = deg♦✉t(1) = 1✳

❖♥ s❛✐t tr♦✉✈❡r ✉♥ t❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭t❤é♦r✐❡ ❞❡s r✲❛r❜♦r❡s❝❡♥❝❡s✮✳

✶✶✳✷✳ Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦st✐❡r ❝❤✐♥♦✐s

✶✶✳✷✳✶✳ ❱❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té❡✳ ✖

✶✶✳✷✳✶✳✶✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦st✐❡r ❝❤✐♥♦✐s ✭❈❤✐♥❡s❡ P♦st♠❛♥ Pr♦❜❧❡♠ ❡♥ ❛♥✲
❣❧❛✐s✮ s❡ ❢♦r♠✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦st✐❡r ❝❤✐♥♦✐s ✿

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût s✉r ❧❡s ❛rêt❡s c : E → R+✳

❉❡♠❛♥❞❡ ✿ ❯♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡
❢♦✐s✳

■❝✐✱ G ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✈✐❧❧❡✱ ❧❡s s♦♠♠❡ts ét❛♥t ❧❡s ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥s ❞❡
r✉❡s ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ❧❡s ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ r✉❡s✳ ▲❡s ♣♦✐❞s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡s r✉❡s✳ ▲❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❛❧♦rs ❝❡❧✉✐ q✉❡ s❡ ♣♦s❡ ✉♥ ❢❛❝t❡✉r ✈♦✉❧❛♥t ❞é♣♦s❡r t♦✉t s♦♥ ❝♦✉rr✐❡r ❡♥ ✉♥ ♠✐♥✐♠✉♠
❞❡ t❡♠♣s✳

✶✶✳✷✳✶✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ✖ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ s✐♠♣❧❡ q✉✐ tr♦✉✈❡ ❧❛ t♦✉r♥é❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞é❥à q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ♦ù ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❡✉❧ér✐❡♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❞✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥✮✱ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❡st
tr✐✈✐❛❧❡✳

❙✐♥♦♥✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡

▲❛ ❝❤❛î♥❡ ❢❡r♠é❡ ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ q✉✐ ♣❛ss❡ ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s ♣❛ss❡ ❛✉
♣❧✉s ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡✳

✶✷✾



❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t G = (V,E) ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❙♦✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ C ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❛✉ ♠♦✐♥s
✉♥❡ ❢♦✐s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ e✱ ♦♥ ❝♦♥str✉✐t ❞❡s ❛rêt❡s e1, . . . , er ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛❝✉♥ ❞❡s
♣❛ss❛❣❡s s✉r e✳ ◆♦t♦♥s G′ ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ✭♠✉❧t✐✮❣r❛♣❤❡✳ G′ ❡st ❡✉❧ér✐❡♥✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ❝réé ❞❡s ❝♦♣✐❡s
❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛rêt❡s ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ à r❡♥❞r❡ G ❡✉❧ér✐❡♥✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐ ♦♥ ❝ré❡ ❞❡s ❝♦♣✐❡s ❞✬❛rêt❡s
♣♦✉r r❡♥❞r❡ G ❡✉❧ér✐❡♥✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❧❡ ♠✉❧t✐❣r❛♣❤❡ ❡♥ ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❝❤❛q✉❡
❛rêt❡ ❞✉ ♠✉❧t✐❣r❛♣❤❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ❡t ✉♥❡ s❡✉❧❡✱ ❡t ❝❡❧❛ ✐♥❞✉✐t s✉r G ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ C ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉t❡s
❧❡s ❛rêt❡s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s✳

❙♦✐t ✉♥ ♠✉❧t✐❣r❛♣❤❡ G′ ❡✉❧ér✐❡♥✱ ❡t s♦✐t ✉♥❡ ❛rêt❡ e ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ s ❞❡ ❢♦✐s s ≥ 3✳ ❆❧♦rs✱
s✐ ♦♥ ❡♥❧è✈❡ 2p r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ e✱ ❛✈❡❝ p ∈ N ❡t s > 2p✱ ❛❧♦rs G′ r❡st❡ ❡✉❧ér✐❡♥✳

❈❤❡r❝❤❡r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ G q✉✐ ♣❛ss❡ à ♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût ♣❛r t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ❝♦♥s✐st❡ ❞♦♥❝ à
❞✉♣❧✐q✉❡r à ♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ G ❛✜♥ ❞❡ ❧❡ r❡♥❞r❡ ❡✉❧ér✐❡♥✳ ■❝✐✱ ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥
❡st é❣❛❧ à ❧❛ s♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦ûts ❞❡s ❛rêt❡s ❞✉♣❧✐q✉é❡s✳

❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ r❡❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦st✐❡r ❝❤✐♥♦✐s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦st✐❡r ❝❤✐♥♦✐s

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût s✉r ❧❡s ❛rêt❡s c : E → R+✳

❉❡♠❛♥❞❡ ✿ ❚r♦✉✈❡r F ⊆ E t❡❧ q✉❡ degF (v) = degE(v) ♠♦❞ 2 ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V ✱ ❡t t❡❧ q✉❡
∑

e∈F c(e) s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧✳

❚r♦✉✈❡r F ⊆ E t❡❧ q✉❡ degF (v) = degE(v) ♠♦❞ 2 ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V ❡t t❡❧ q✉❡
∑

e∈F c(e)

s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧ ✿ ❖♥ ♣❡✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡✱ s✐ ❧❡s c(e) ≥ 0✱ ✉♥ t❡❧ F ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❛♣♣❛r✐❛♥t
❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré ✐♠♣❛✐rs ❞❡ G ✭q✉✐ s♦♥t ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ♣❛✐r✮✳

❯♥ t❡❧ F ❡st ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡ à tr♦✉✈❡r ✿ s♦✐t J ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r ❞❡ G✳ ❖♥
❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t K s✉r J ✱ ❡t ♦♥ ♠❡t ✉♥ ❝♦ût

c(jj′) = ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦ût ❡♥tr❡ j ❡t j′

s✉r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ jj′ ❞❡ K✳ ▲❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦ût ❞♦♥♥❡ ❛❧♦rs ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ✭♦♥ s❛✐t
tr♦✉✈❡r ✉♥ t❡❧ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ❞❛♥s ❧❡ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ s✉r ❧✬❤❡✉r✐st✐q✉❡
❞❡ ❈❤r✐st♦✜❞ès✮✳

❉✬♦ù

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✷✳✶✳ ✖ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉✐ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦st✐❡r ❝❤✐✲
♥♦✐s✳

✶✶✳✷✳✷✳ ❱❡rs✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡✳ ✖

✶✶✳✷✳✷✳✶✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✖ ▲❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡ ❡①✐st❡ é❣❛❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❢❛❝t❡✉r✱
❝❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡ s❡♥s ✐♥t❡r❞✐ts✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦st✐❡r ❝❤✐♥♦✐s✱ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡ ✿

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ D = (V,A) ❡t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût s✉r ❧❡s ❛r❝s c : A→ R+✳

❉❡♠❛♥❞❡ ✿ ❯♥ ❝❤❡♠✐♥ ❢❡r♠é ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ♣❛ss❛♥t ♣❛r t♦✉s ❧❡s ❛r❝s ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❢♦✐s✳

✶✸✵



❋✐❣✳ ✻✳ ❯♥❡ t♦✉r♥é❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳

✶✶✳✷✳✷✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡✳ ✖ ❊t ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♥ ♦r✐❡♥té❡✱ ♦♥ ❛ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ s✐♠♣❧❡ à ✐♠♣❧❛♥t❡r✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ✉♥ t❡❧ ❝❤❡♠✐♥ ❡st ✉♥❡
❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ x ∈ RA

+ ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✱ ét✉❞✐é❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés ✐♥❢ér✐❡✉r❡s la = 1

❡t ❞❡s ❝❛♣❛❝✐tés s✉♣ér✐❡✉r❡s ua = +∞ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✳ ✭❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ s❛t✐s❢❛✐t
❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❑✐r❝❤♦✛ ❡♥ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ✕ ❝✬❡st ✉♥ ✢♦t s❛♥s s♦✉r❝❡ ♥✐ ♣✉✐ts✮✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s✐
♦♥ ❛ ✉♥❡ ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥ x ∈ RA

+ ❡♥t✐èr❡ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✱ ❡t s✐ D ❡st ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✱
❡♥ ✈❡rt✉ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✷✳✷✳✷✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❢❡r♠é ♣❛ss❛♥t ♣❛r ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ xa ❞❡
❢♦✐s✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✶✳✷✳✷✳ ✖ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ q✉✐ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦st✐❡r ❝❤✐✲
♥♦✐s✱ ❞❛♥s s❛ ✈❡rs✐♦♥ ♦r✐❡♥té❡✳

✶✶✳✸✳ ❊①❡r❝✐❝❡s

✶✶✳✸✳✶✳ ◆♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré ♣❛✐r✳ ✖ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❞❛♥s t♦✉t ❣r❛♣❤❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s♦♠♠❡ts ❞❡ ❞❡❣ré ✐♠♣❛✐r ❡st ♣❛✐r✳

✶✶✳✸✳✷✳ ❙②stè♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✳ ✖ ▼♦♥tr❡r q✉❡

xe ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E,
∑

e∈δ(v) xe = 2 ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V,
∑

e∈δ(X) xe ≥ 2 ♣♦✉r t♦✉t X ⊆ V, X 6= ∅, V.

❡t
xe ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E,
∑

e∈δ(v) xe = 2 ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V
∑

e∈E[X] xe ≤ |X| − 1 ♣♦✉r t♦✉t X ⊆ V, X 6= ∅, V.

s♦♥t ❞❡✉① s②stè♠❡s éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳

✶✶✳✸✳✸✳ ❱♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ♣❧❛♥✳ ✖ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❛ t♦✉r♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻✳
▲❡s ❞✐st❛♥❝❡s s♦♥t ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡s ✭✏à ✈♦❧ ❞✬♦✐s❡❛✉✑✮✳ ▼♦♥tr❡③ q✉❡ ❝❡tt❡ t♦✉r♥é❡ ❡st
♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ✈♦✉s ✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✼✳

✶✶✳✸✳✹✳ ❱♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✱ ❝❛s ♦r✐❡♥té✳ ✖
✕ ❊❝r✐r❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦r✐❡♥té✱
❝♦♠♠❡ ❝❡❧❛ ❛ été ❢❛✐t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✉rs✳

✕ ❊①♣❧✐q✉❡r ♣♦✉rq✉♦✐ ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s ♣❡✉t ❝♦♥❞✉✐r❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s
✶✲❛r❜r❡s ♦r✐❡♥tés✳

✶✸✶



❋✐❣✳ ✼✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t✲✐❧ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ t♦✉r♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✻ ❄

✶✶✳✸✳✺✳ T ✲❥♦✐♥s✳ ✖ ❙♦✐t G ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦ûts c : E → R ✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝♦✉rs✱ ♦♥
❛❝❝❡♣t❡ ❞❡s ❝♦ûts ♥é❣❛t✐❢s✮✳ ❙♦✐t T ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♣❛✐r❡✳ ◆♦t♦♥s E− ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
❛rêt❡s ❞❡ ❝♦ût ♥é❣❛t✐❢✱ T− ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ✐♥❝✐❞❡♥ts à ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♠♣❛✐r ❞✬❛rêt❡s ❞❡
E−✱ ❡t ❡♥✜♥ d : E → R+ ❛✈❡❝ d(e) := |c(e)|✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ J ❡st ✉♥ T ✲❥♦✐♥ s✐ degJ(v) ❡st ✐♠♣❛✐r s✐
v ∈ T ❡t ♣❛✐r s✐♥♦♥✳ ✭r❛♣♣❡❧ A△B = (A \B) ∪ (B \A)✮✳

✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ c(J) = d(J△E−) + c(E−)✳

✷✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ J ❡st ✉♥ T ✲❥♦✐♥ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ J△E− ❡st ✉♥ (T△T−)✲❥♦✐♥✳

✸✳ ❈♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ J ❡st ✉♥ T ✲❥♦✐♥ ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦ût c s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ J△E− ❡st
✉♥ (T△T−)✲❥♦✐♥ ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦ût d✳

✹✳ ❈♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t tr♦✉✈❡r ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✉♥ T ✲❥♦✐♥ ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✱ q✉❡❧q✉❡
s♦✐t ❧❡ ❝♦ût✳

✶✶✳✸✳✻✳ P❧✉s ❝♦✉rt❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❛♥s ❧❡s ❣r❛♣❤❡s s❛♥s ❝②❝❧❡ ❛❜s♦r❜❛♥t✳ ✖ ❯t✐❧✐s❡r ❧❛ q✉❡s✲
t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ♣♦✉r ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r ❡♥ O(n3) ✉♥❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❛♥s ❧❡s
❣r❛♣❤❡s s❛♥s ❝②❝❧❡ ❛❜s♦r❜❛♥t ✭r❛♣♣❡❧ ✿ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❛❜s♦r❜❛♥t ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❡ ❝♦ût t♦t❛❧ < 0 ❀ tr♦✉✈❡r
✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ♣❛r❢❛✐t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ O(n3)✮✳

✶✶✳✸✳✼✳ ❚♦✉r♥é❡s ❛✈❡❝ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ t❡♠♣s✳ ✖ ❯♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❞♦✐t ✈✐s✐t❡r
❞❡s ❝❧✐❡♥ts s✐t✉és ❡♥ ❞❡s ✈✐❧❧❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ■❧ ❛ ✜①é ✉♥ r❡♥❞❡③✲✈♦✉s ♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ s❡s ❝❧✐❡♥ts✱
✐✳❡✳ ♣♦✉r t♦✉t ❝❧✐❡♥t i✱ ❧❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t s❛✐t q✉✬✐❧ ❞♦✐t ♣❛ss❡r ❛♣rès ❧✬✐♥st❛♥t ai✱ ♠❛✐s ❛✈❛♥t ❧✬✐♥s✲
t❛♥t bi✳ ■❧ s♦✉❤❛✐t❡ ♦♣t✐♠✐s❡r s❛ t♦✉r♥é❡ ✭❡t ❡♥ ♣❛ss❛♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❝♦♥tr❛❞✐❝t♦✐r❡s✮✳ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ s❛✐t ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❧✉✐ ❢❛✉t ♣♦✉r ❛❧❧❡r ❞✬✉♥❡ ✈✐❧❧❡ à ✉♥❡ ❛✉tr❡✳

Pr♦♣♦s❡r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♠✐①t❡ ✭✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥t✐èr❡s ❡t
❝♦♥t✐♥✉❡s✮✱ q✉✐✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✉s✉❡❧✱ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ✉♥
♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

✶✶✳✸✳✽✳ ❱♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❡t ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧✬✐♥s✲
t❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t Kn = (V,E) à n s♦♠♠❡ts ✭n ≥ 3✮✱ ❞❡s ❝♦ûts ♣♦s✐t✐❢s c(vw)

❞é✜♥✐s ♣♦✉r t♦✉t❡ ♣❛✐r❡ v, w ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ ❡t ✉♥ s♦♠♠❡t ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s ∈ V ✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡
❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦ût ❞♦♥t ✉♥❡ ❞❡s ❡①tré♠✐tés ❡st s✳

✶✳ ❊♥ ♣r❡♥❛♥t ❝♦♠♠❡ ét❛ts ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s (X, v) t❡❧s q✉❡ v ∈ X ⊆ V \{s}✱ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t
é❝r✐r❡ ✉♥❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

P♦✉r ❧❡s q✉❡st✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♦♥ ♣❡✉t s❡ s❡r✈✐r ❞❡s ✐❞❡♥t✐tés ✐♥❞✐q✉é❡s à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧✬❡①❛♠❡♥✳

✷✳ ◗✉❡❧ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛ts ♣♦ss✐❜❧❡s ❄

✶✸✷



❖♥ ♣r❡♥❞ ❝♦♠♠❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥✳

✸✳ ❊st✐♠❡③ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s q✉❡ ❢❡r❛✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡①♣❧♦✐t❛♥t ❝❡tt❡ éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦✲
❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ❈♦♠♣❛r❡③ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s q✉❡ ❢❡r❛✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
q✉✐ é♥✉♠ér❡r❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s✳

✹✳ ❙✐ ✈♦tr❡ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ❡st ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ 1 ♠✐❧❧✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❛r s❡❝♦♥❞❡✱
♣♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs s✉✐✈❛♥t❡s ❞❡ n✱ ✐♥❞✐q✉❡③ ✭♣❛r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✏à ❧❛ ❧♦✉❝❤❡✑✮ s✐ ✈♦✉s s❡r❡③
❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛✈❡❝ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡♥ 1 s❡❝♦♥❞❡✱ 1 ❤❡✉r❡✱ 1 ❥♦✉r✱ 1 s❡♠❛✐♥❡✱ 1

♠♦✐s✱ 1 ❛♥✱ 1 s✐è❝❧❡ ✿

n = 15 n = 30 n = 45.

✺✳ ❈♦♠♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✭❝②❝❧❡
❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❝♦ût✮ s✉r Kn ❄

✶✸✸





❈❍❆P■❚❘❊ ✶✷

❚❖❯❘◆➱❊❙ ➚ P▲❯❙■❊❯❘❙ ❱➱❍■❈❯▲❊❙

◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡✉ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶ ✉♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t♦✉r♥é❡s✳ ❉❛♥s ❧❛
ré❛❧✐té✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ t♦✉r♥é❡ s❡ ♣♦s❡ s♦✉✈❡♥t ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✢♦tt❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡
❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞✐♠✐♥✉❡r ❧❛ ❝❤❛r❣❡ ❞✬✉♥ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡♥ ❛✉❣❡♥t❛♥t ❝❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❛✉tr❡✳ ❈❡tt❡ ✢❡①✐❜✐❧✐té ❛❥♦✉t❡
✉♥❡ ❣r♦ss❡ ❞♦s❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❛♥s
❝❡t ❡s♣r✐t✱ s♦✉s ❞❡s ✈❡rs✐♦♥s ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥t❡♥t❡r♦♥s
❞❡ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞✬❛r❝s ♦✉ ❞✬❛rêt❡s✱ q✉✐✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s à ✉♥ s❡✉❧
✈é❤✐❝✉❧❡✱ s❡♠❜❧❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❞✉rs q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ s♦♠♠❡ts✳

✶✷✳✶✳ ●é♥ér❛❧✐té

❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ♠✉♥✐ ❞❡ ❝♦ûts c : E → R✳ ▲❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ♥✉♠ér♦tés 1, 2, . . . , n✳
❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ✢♦tt❡ ❞❡ K ✈é❤✐❝✉❧❡s✱ t♦✉s s✐t✉és ❛✉ s♦♠♠❡t 1✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❞é♣ôt✳ ❚♦✉t
s♦♠♠❡t i 6= 1 ❛ ✉♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ di✳ ❈❤❛q✉❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❛ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ u✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s ♥❡ r❡✈✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ❞é♣ôt q✉✬à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❡✉r t♦✉r♥é❡✱ ❡t q✉❡ ❧❛
❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❧✐❡♥t ♥✬❡st s❛t✐s❢❛✐t❡ q✉❡ ♣❛r ✉♥ s❡✉❧ ❝❛♠✐♦♥

▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉✐ ✈❛ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ◗✉❡❧❧❡ ❡st ❧❛ t♦✉r♥é❡ ❞❡s ✈é❤✐❝✉❧❡s s❛t✐s✲
❢❛✐s❛♥t ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ à ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠❄

❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st s♦✉✈❡♥t ❛♣♣❡❧é ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣✳
❖♥ ♣❡✉t ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ q✉❡st✐♦♥ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✉♥❡ ❢♦✐s ❡✛❡❝t✉é❡ ❛✉ ♣ré❛❧❛❜❧❡

❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉✐ r❛♠è♥❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ t♦✉r♥é❡s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝②❝❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s
s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ t♦✉r♥é❡s✮✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣ ✿

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t Kn = (V,E) ✭❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és à 1, 2, . . . , n✮✱ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ d : {2, . . . , n} → R+ s✉r ❧❡s s♦♠♠❡ts✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût s✉r ❧❡s ❛rêt❡s
c : E → R+ ✭s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧✬✐♥é❣❛❧✐té tr✐❛♥❣✉❧❛✐r❡✮ ❡t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té u✳

❉❡♠❛♥❞❡ ✿ K ❝②❝❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s C1, C2, . . . , CK t❡❧❧❡s q✉❡
• ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K ♦♥ ❛ 1 ∈ Ck✳
• ♣♦✉r t♦✉t i 6= 1 ✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ {1, . . . ,K} t❡❧ q✉❡ Ck ❝♦♥t✐❡♥t i✳
• ♣♦✉r t♦✉t k ∈ {1, . . . ,K}✱ ♦♥ ❛

∑

i∈V (Ck) d(i) ≤ u✳

• ❧❛ q✉❛♥t✐té
∑K

k=1

∑

e∈E(Ck) c(e) ❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳
▲❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✶✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✭♣♦s❡r K := 1 ❡t u := n − 1 ❡t

di := 1 ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳



1

Une solution réalisable a 3 véhicules.

❋✐❣✳ ✶✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈❡❤✐❝✉❧❡ r♦✉t✐♥❣✱ ❝✬❡st K ❝②❝❧❡s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✱

♣❛ss❛♥t t♦✉s ♣❛r ❧❡ s♦♠♠❡t 1✱ ❡t ♣❛rt✐t✐♦♥♥❛♥t ❧❡ r❡st❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts✳

❉♦♥❝✱ s❛♥s s✉r♣r✐s❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳✶✳✶✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

✶✷✳✷✳ ❈❛♣❛❝✐té ✐♥✜♥✐❡

❙✐ ❧❡s ❝❛♠✐♦♥s ♦♥t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥✜♥✐❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣
❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✳

✶✸✻



❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❢❛✐r❡ K ❝♦♣✐❡s ❞✉ s♦♠♠❡t 1 ✿ 11, 12, . . . , 1K ✱ ❞❡ ❧❡s r❡❧✐❡r ♣❛r ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡
❝♦ût 0✱ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ s✉r ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣r❛♣❤❡ ✭à n + K − 1

s♦♠♠❡ts✮✱ ❡t ❞✬❛✛❡❝t❡r ❧❛ ♣♦rt✐♦♥ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❝♦♠♣r✐s❡ ❡♥tr❡ 1k ❡t 1k+1 ❛✉ ✈é❤✐❝✉❧❡ k✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ K✲❚❙P✳

✶✷✳✸✳ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t

❖♥ ♣❡✉t ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❱❡❤✐❝❧❡ ❘♦✉t✐♥❣ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s
❡♥t✐❡rs

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳✸✳✶✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣ s❡ ❢♦r♠✉❧❡

✭✸✷✮

▼✐♥
∑

e∈E cexe

s✳❝✳
∑

e∈δ(1) xe = 2K
∑

e∈δ(i) xe = 2 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ V \ {1}
∑

e∈δ(X) xe ≥ 2
⌈P

i∈X di

u

⌉

♣♦✉r t♦✉t ∅ 6= X ⊆ V \ {1}
0 ≤ xe ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t e /∈ δ(1)

0 ≤ xe ≤ 2 ♣♦✉r t♦✉t e ∈ δ(1)

xe ❡♥t✐❡r ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❚♦✉t❡ t♦✉r♥é❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳ ❱♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✷ ♣♦✉r ✉♥❡
✐❧❧✉str❛t✐♦♥✳

❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ t♦✉t❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ✭✸✷✮
❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ t♦✉r♥é❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡✳

❆✳ ✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝②❝❧❡ ♣❛ss❡ ♣❛r ❧❡ ❞é♣ôt = 1✳
❇✳ ✐❧ ❢❛✉t ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❝②❝❧❡ ♥✬❡①❝è❞❡ ♣❛s ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✳
❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❆✳ ❙✐ C ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ x ∈ {0, 1}E s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ✭✸✷✮

q✉✐ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s 1✱ ❛❧♦rs ❡♥ ♣♦s❛♥t X := s♦♠♠❡ts ❞❡ C✱ ♦♥ ✈✐♦❧❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡
∑

e∈δ(X) xe ≥
2
⌈P

i∈X di

u

⌉

✳

❱ér✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❇✳ ❙✐ C ❡st ✉♥ ❝②❝❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ x ∈ {0, 1}E s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❡ ✭✸✷✮✱

❛❧♦rs ❡♥ ♣♦s❛♥t X := s♦♠♠❡ts ❞❡ C ♣r✐✈é ❞❡ 1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t 2 ≥ 2
⌈P

i∈X di

u

⌉

✱ ✐✳❡✳
∑

i∈X di ≤ u✳

▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✷✮ ♣rés❡♥t❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐✣❝✉❧tés ✿

✶✳ ❈✬❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳

✷✳ ▲❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ t②♣❡
∑

e∈δ(X) xe ≥ 2
⌈P

i∈X di

u

⌉

❡st ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧✳

✸✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❛♥s ❧❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✬✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡
❞❡ tr♦✉✈❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✈✐♦❧é❡ ✭❝✬❡st ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡✮ ✕ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ sé♣❛r❡r✳

❙✐ ❧✬♦♥ ♠❡t ♣❧✉tôt ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s
∑

e∈δ(X) xe ≥ 2
P

i∈X di

u ✱ ♦♥ s❛✐t sé♣❛r❡r ♣❛r ✉♥
❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✢♦t ♠❛① ✭❡①❡r❝✐❝❡✮✱ ❡t ❞♦♥❝ ❢❛✐r❡ ❞✉ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡
❝♦♠♠❡r❝❡✱ ♠❛✐s ❧❡s ❜♦r♥❡s s❡r♦♥t ♠♦✐♥s ❜♦♥♥❡s✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❛♥s ❧❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✱ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t✱ ❡t❝✳ ❝✬❡st ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡✳ ▲❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs
❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❛❝t✉❡❧s ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭✸✷✮ ♣ré❢èr❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ♣♦✉r sé♣❛r❡r

❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
∑

e∈δ(X) xe ≥ 2
⌈P

i∈X di

u

⌉

♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ sé♣❛r❡r r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ♠♦✐♥s

❜♦♥♥❡s✳

✶✸✼



1
X

nombre d’arêtes de la coupe ≥ 2

⌈∑

i∈X
di

u

⌉

= arêtes empruntées par la tournée intersectant δ(X)

❋✐❣✳ ✷✳ ❚♦✉t❡ t♦✉r♥é❡ ré❛❧✐s❛❜❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡✳

✶✷✳✹✳ P❛r❝♦✉rs ❞✬❛rêt❡s ♦✉ ❞✬❛r❝s à ♣❧✉s✐❡✉rs ✈é❤✐❝✉❧❡s

❙✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡♠❜❧❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ♣❛r❝♦✉rs ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛rêt❡s ♦✉ t♦✉s
❧❡s ❛r❝s ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❧❡s ❝❤♦s❡s s❡♠❜❧❡♥t ♠♦✐♥s ❜✐❡♥ rés♦❧✉❡s✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡❞❣❡ r♦✉t✐♥❣ ♦✉ ❛r❝ r♦✉t✐♥❣✱ ❡st ❧❡ r❛♠❛ss❛❣❡ ❞✬♦r❞✉r❡s
♠é♥❛❣èr❡s✳

❖♥ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❡st ♦r✐❡♥té✳ ▲❡ ❝❛s ♥♦♥✲♦r✐❡♥té ❡st très s❡♠❜❧❛❜❧❡✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣ ♣♦✉r ❧❡s ❛r❝s ✿

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té D = (V,A) ✭❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜és à 1, 2, . . . , n✮✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞❡♠❛♥❞❡ d : A → R+ s✉r ❧❡s ❛r❝s✱ ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦ût s✉r ❧❡s ❛r❝s c, c′ : A → R+✱
❧✬✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝♦ût ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ s✉r ❧✬❛r❝ s❛♥s tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❡t ❧✬❛✉tr❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ❝♦ût ❞❡ ♣❛ss❛❣❡ s✉r ❧✬❛r❝ ❛✈❡❝ tr❛✐t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❡t ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té u✳

❉❡♠❛♥❞❡ ✿ K ❝❤❡♠✐♥s ❢❡r♠és C1, C2, . . . , CK t❡❧❧❡s q✉❡
• ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K ♦♥ ❛ 1 ∈ Ck✳
• ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A ✐❧ ❡①✐st❡ k ∈ {1, . . . ,K} t❡❧ q✉❡ a ∈ Ck✳
• ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✛❡❝t❛t✐♦♥ σ : A → {1, . . . ,K} t❡❧❧❡ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t k ∈ {1, . . . ,K}✱ ♦♥ ❛

σ(a) 6= k s✐ a /∈ Ck ❡t
∑

a∈A: σ(a)=k d(a) ≤ u✳

✶✸✽



• ❧❛ q✉❛♥t✐té
∑K

k=1

(

∑

a∈A(Ck),σ(a) 6=k c(a) +
∑

a: σ(a)=k c′(a)
)

s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧❡✳

▲✬❛✛❡❝t❛t✐♦♥ σ ✐♥❞✐q✉❡ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❛r❝ q✉❡❧ ❡st ❧❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ k q✉✐ tr❛✐t❡ ❝❡t ❛r❝✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ s✐ u = +∞✱ ❝✬❡st ❢❛❝✐❧❡✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ♣♦st✐❡r ❝❤✐♥♦✐s ♦r✐❡♥té✱ ✈✉ ❛✉

❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ à ✉♥ s❡✉❧ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❡st ✐♠♠é❞✐❛t❡✳ ❙✐♥♦♥✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳
❆❝t✉❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ❡①❛❝t❡s ✭❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t✮ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡❞❣❡

♦✉ ❞✬❛r❝ r♦✉t✐♥❣ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥♥❡♥t ♣❛s à ❞é♣❛ss❡r ❧❡s ✐♥st❛♥❝❡s à ✸✵ ❛rêt❡s✳ ▲❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s ♣r✐✈✐❧é❣✐é❡s
❞❛♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉♥❛✉té ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ s♦♥t ❞✉ t②♣❡ ♠ét❛❤❡✉r✐st✐q✉❡s✳

❖♥ ♣❡✉t t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ é❝r✐r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s
❡♥t✐❡rs✱ ❞♦♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛✐ssé❡ ❡♥ ❡①❡r❝✐❝❡✳

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ A[X]✱ ♣♦✉r ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ X ❞❡ s♦♠♠❡ts✱ r❡♣rés❡♥t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s
✐♥❞✉✐ts ♣❛r X✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❝s ❞♦♥t ❧❡s ❞❡✉① ❡①tré♠✐tés s♦♥t ❞❛♥s X✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳✹✳✶✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❝ r♦✉t✐♥❣ s❡ ❢♦r♠✉❧❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡

▼✐♥
∑K

k=1

(
∑

a∈A caxka +
∑

a∈A c′ayka

)

s✳❝✳
∑

a∈δ+(i)(xka + yka) =
∑

a∈δ−(i)(xka + yka) ♣♦✉r t♦✉t i ∈ V
∑K

k=1 yka = 1 ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A
∑

a∈A dayka ≤ u ♣♦✉r t♦✉t k ∈ {1, . . . ,K}
∑

a′∈δ+(X)(xka′ + yka′) ≥ yka ♣♦✉r t♦✉t k ∈ {1, . . . ,K}✱ ♣♦✉r t♦✉t X ⊆ V \ {1}
❡t ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A[X]

xka ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A ❡t t♦✉t k ∈ {1, . . . ,K}
yka ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A ❡t t♦✉t k ∈ {1, . . . ,K}

✶✷✳✺✳ ❊①❡r❝✐❝❡s

✶✷✳✺✳✶✳ ❙é♣❛r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣✳
✖ ❖♥ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳

▼✐♥
∑

e∈E cexe

s✳❝✳
∑

e∈δ(1) xe = 2K
∑

e∈δ(i) xe = 2 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ V \ {1}
∑

e∈δ(X) xe ≥ 2
⌈P

i∈X di

u

⌉

♣♦✉r t♦✉t ∅ 6= X ⊆ V \ {1}
0 ≤ xe ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E[X]

0 ≤ xe ≤ 2 ♣♦✉r t♦✉t e ∈ δ(1)

xe ❡♥t✐❡r ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E✳

❖♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s s✬✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✏sé♣❛r❡r✑ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
∑

e∈δ(X)

xe ≥ 2

⌈
∑

i∈X di

u

⌉

,

✐✳❡✳ tr♦✉✈❡r✱ ♣♦✉r ✉♥ x ∈ RE ✜①é✱ ✉♥ X t❡❧ q✉❡ ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ♣ré❝é❞❡♥t❡ s♦✐t ✈✐♦❧é❡✱ ♦✉ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✐❧
♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ t❡❧ X✳

❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣r✐♠❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❡♥t✐èr❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
∑

e∈δ(X)

xe ≥ 2

∑

i∈X di

u

q✉❡ ❧✬♦♥ s❛✐t sé♣❛r❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠✳ ▲❡ ♣r♦✉✈❡r✳

✶✸✾



✭■♥❞✐❝❛t✐♦♥ ✿ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ ❡♥ ❞❡✉① ❛r❝s ♦♣♣♦sés✱ ❝❤❛❝✉♥ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té 1
2uxe✱ ❡t

❡ss❛②❡r ❞❡ ❢❛✐r❡ ♣❛ss❡r ✉♥ ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ 1 ❛✉① ❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts✳✳✳✮

✶✷✳✺✳✷✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥s ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ ❱❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦r✐❡♥té✳ ✖ ❙♦✐t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs s✉✐✈❛♥t ✿

▼✐♥
∑K

k=1

∑

a∈A c(a)xk
a

s✳❝✳ xk
a ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A ✭✶✮

❡t t♦✉t k = 1, . . . ,K,

ya ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A, ✭✷✮
∑K

k=1 xk
a = ya ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A, ✭✸✮

∑

a∈δ+(v) ya = 1 ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V \ {1}, ✭✹✮
∑

a∈δ−(v) ya = 1 ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V \ {1}, ✭✺✮
∑

a∈δ+(1) ya = K ✭✻✮
∑

a∈δ−(1) ya = K ✭✼✮
∑n

i=2

∑

a∈δ+(i) dix
k
a ≤ u ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K✱ ✭✽✮

∑

a∈A[X] ya ≤ |X| − 1 ♣♦✉r t♦✉t X ⊆ V \ {1} ✭✾✮

X 6= ∅.
✶✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s s♦♥t ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ✈❡❤✐❝❧❡ r♦✉t✐♥❣ s✉r ❧❡

❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✳

✷✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ r❡❧â❝❤❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✸✮✱ ✭✽✮ ❡t ✭✾✮✱ ♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛✛❡❝✲
t❛t✐♦♥✳ ✭é❝r✐r❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉❛❧❡✮✳

✸✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ r❡❧â❝❤❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✸✮✱ ✭✹✮✱ ✭✺✮✱ ✭✻✮✱ ✭✼✮ ❡t ✭✾✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t K ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❞❡ s❛❝✲à✲❞♦s✳

✹✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ s✐ ❧✬♦♥ r❡❧â❝❤❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✸✮✱ ✭✹✮✱ ✭✺✮✱ ✭✻✮✱ ✭✼✮ ❡t ✭✽✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥
♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❢♦rêt ❝♦✉✈r❛♥t❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠✳

❉✬❛✉tr❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❚♦✉t❡s ❝❡s r❡❧❛①❛t✐♦♥s ♠♦♥tr❡♥t ❧❛ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡
✏r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✑✳

✶✷✳✺✳✸✳ ❋♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▲◆❊ ❞❡ ❧✬❛r❝ r♦✉t✐♥❣✳ ✖ Pr♦✉✈❡r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✷✳✹✳✶✳

✶✹✵



❈❍❆P■❚❘❊ ✶✸

❈❖◆❈❊P❚■❖◆ ❉❊ ❘➱❙❊❆❯❳

▲❡s rés❡❛✉① s♦♥t ♦♠♥✐♣rés❡♥ts✳ ◗✉✬✐❧s s♦✐❡♥t r♦✉t✐❡rs✱ ❢❡rrés✱ ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ é❧❡❝tr✐q✉❡s ♦✉
❣❛③✐❡rs✱ ✐❧s ♦♥t s♦✉✈❡♥t ❞❡s rô❧❡s str❛té❣✐q✉❡s ❡t é❝♦♥♦♠✐q✉❡s ❝r✉❝✐❛✉①✱ ❡t ❧❡✉r r♦❜✉st❡ss❡ ✭✐✳❡✳
❧❡✉r ❝❛♣❛❝✐té à ❛ss✉r❡r ❧❡✉r ♠✐ss✐♦♥ ♠ê♠❡ ❡♥ ❝❛s ❞❡ ❞é❢❛✐❧❧❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✮ ❡st ✉♥❡ q✉❛❧✐té s♦✉✈❡♥t
r❡❝❤❡r❝❤é❡✳

▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♣rés❡♥t❡r q✉❡❧q✉❡s ♠♦❞è❧❡s ❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ ❜❛s❡ ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ rés❡❛✉ r♦❜✉st❡ ✕ ❝❤❛♠♣ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

◆♦✉s ét✉❞✐❡r♦♥s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ✿
✕ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ✿ ét❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣♦♥❞éré✱ tr♦✉✈❡r ✉♥
❛r❜r❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❝❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧✱ t❡❧ q✉❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦✐❡♥t r❡❧✐és ♣❛r
❧✬❛r❜r❡✳

✕ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧✱ q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ✿ ét❛♥t
❞♦♥♥é ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣♦♥❞éré✱ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ✐♥❝❧✉s ❞❛♥s ❝❡ ❣r❛♣❤❡✱ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧✱ t❡❧
q✉❡ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞✬✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♣ré❞ét❡r♠✐♥é s♦✐❡♥t r❡❧✐és ♣❛r ❧✬❛r❜r❡✳

✶✸✳✶✳ ◗✉❡❧q✉❡s r❛♣♣❡❧s

❯♥ ❛r❜r❡ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ s❛♥s ❝②❝❧❡✳ ❖♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✶✳✶✳ ✖ ❚♦✉t ❛r❜r❡ à n s♦♠♠❡ts ❛ n− 1 ❛rêt❡s✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡ s✉r n✳ ❙✐ n = 1✱ ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t✳ P♦✉r n ≥ 2✱ ♣r❡♥❞r❡ ✉♥ s♦♠♠❡t
❞❡ ❞❡❣ré 1(1)✳ ❘❡t✐r❡r ❝❡ s♦♠♠❡t ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ▲❡ ❣r❛♣❤❡ r❡st❛♥t r❡st❡ ✉♥ ❛r❜r❡✳ P❛r ré❝✉rr❡♥❝❡✱ ✐❧
❛ n− 1 s♦♠♠❡ts ❡t n− 2 ❛rêt❡s✳ ❊♥ r❡♠♠❡tt❛♥t ❧❡ s♦♠♠❡t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ r❡t✐r❡r✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡
✉♥ s♦♠♠❡t ❡t ✉♥❡ ❛rêt❡✳

❯♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡st ✉♥ ❛r❜r❡ T := (V, F ) ❛✈❡❝ F ⊆ E✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s
t❡r♠❡s✱ t♦✉s ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ G s♦♥t ❝♦✉✈❡rts ♣❛r T ✱ ❡t ❧❡s ❛rêt❡s ❞❡ T s♦♥t ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ G✳ ❱♦✐r
✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ✶✳

❯♥ ❣r❛♣❤❡ s❛♥s ❝②❝❧❡ ♠❛✐s ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡ ❡st ❛♣♣❡❧é ❢♦rêt✳

(1)❙✐ ♦♥ ✈❡✉t êtr❡ ♣ré❝✐s✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ♣r♦✉✈❡r q✉✬✉♥ t❡❧ s♦♠♠❡t ❡①✐st❡✳ ❈❡❧❛ ❛ ❧✬❛✐r é✈✐❞❡♥t✱✳✳✳ ♠❛✐s ✐❧ ❢❛✉t ♣❛r❢♦✐s

s❡ ♠é✜❡r ❞❡s é✈✐❞❡♥❝❡s ❡♥ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❣r❛♣❤❡s✳ P♦✉r ❧❡ ♣r♦✉✈❡r✱ ♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ s♦♠♠❡t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✳ ❖♥

s✉✐t ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡ s♦♠♠❡t ❡♥ s✬✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❞❡ r❡♣❛ss❡r ♣❛r ✉♥ ♠ê♠❡ s♦♠♠❡t✳ P❛r ✜♥✐t✉❞❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡✱

❧❛ ❝❤❛î♥❡ s✬❛rrêt❡ ❡♥ ✉♥ s♦♠♠❡t v✳ ❙✐ v ❡st ❞❡ ❞❡❣ré ≥ 2✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❛rêt❡ q✉❡ ♣❛r ❝❡❧❧❡ ♣❛r ❧❛q✉❡❧❧❡

♦♥ ❡st ❛rr✐✈é ❞♦♥t ❧✬❛✉tr❡ ❡①tré♠✐té ❡st s✉r ❧❛ ❝❤❛î♥❡✳ ❖r ❝❡❝✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❛r ✐❧ ② ❛✉r❛✐t ❛❧♦rs ✉♥ ❝②❝❧❡ s✉r

❧✬❛r❜r❡✳ ❉♦♥❝ ❧❡ s♦♠♠❡t v ❡st ❞❡ ❞❡❣ré 1✳



❋✐❣✳ ✶✳ ❯♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t✳

✶✸✳✷✳ ❆r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✳ ❖♥ ❛ n ✈✐❧❧❛❣❡s✱ ❧❡s ❞✐st❛♥❝❡s ❡♥tr❡ ❧❡ ✈✐❧❧❛❣❡ i ❡t ❧❡ ✈✐❧❧❛❣❡
j s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t ✭n = 7)

A B C D E F G

A 0 3 8 9 10 5 5

B 3 0 9 9 12 5 4

C 8 9 0 2 10 9 9

D 9 9 2 0 11 9 8

E 10 12 10 11 0 11 11

F 5 5 9 9 11 0 1

G 5 4 9 8 11 1 0

❖♥ ✈❡✉t tr♦✉✈❡r ❧❡ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ q✉✐ r❡❧✐❡ t♦✉s ❧❡s ✈✐❧❧❛❣❡s✱ s❛❝❤❛♥t
q✉✬✉♥ tr♦♥ç♦♥ r❡❧✐❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡✉① ✈✐❧❧❛❣❡s ✭✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❡♠❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t s✉r ❧❡s r♦✉t❡s✮✳

❖♥ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣❛r ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t Kn = (V,E)✱ ♦ù V ❡st
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈✐❧❧❛❣❡s ❡t E t♦✉s ❧❡s tr♦♥ç♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ✐❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❛✐r❡s ij ❛✈❡❝ i 6= j ❞❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ V ✳ ❖♥ ❛ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w : E → R+✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❛❧♦rs ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ F ⊆ E t❡❧ q✉❡
∑

e∈F w(e) s♦✐t ♠✐♥✐♠❛❧ ❡t t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡
(V, F ) s♦✐t ❝♦♥♥❡①❡✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❛❞♠❡t t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ q✉✐ s♦✐t ✉♥ ❛r❜r❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱
s✬✐❧ ♥❡ ❧✬ét❛✐t ♣❛s✱ ✐❧ ② ❛✉r❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs
s✉♣♣r✐♠❡r ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ❝❡ ❝②❝❧❡ s❛♥s ❢❛✐r❡ ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❧❛ ❝♦♥♥❡①✐té ❡t s❛♥s ❞étér✐♦r❡r ❧❡ ♣♦✐❞s
t♦t❛❧ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❡st à ✈❛❧❡✉r ≥ 0✳

❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ à rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧✳

✶✹✷



❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ ❞é❥à été ✈✉❡ ✿ ❧❡s ❛r❜r❡s ❝♦✉✈r❛♥ts ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥
❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✭❜♦r♥❡ ❞✉ 1✲❛r❜r❡✮✱ ✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶✳

❈❡❧❛ ❥✉st✐✜❡ ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w : E → R✳

❚â❝❤❡ ✿ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s✳

P♦✉r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ✏♣❡t✐t ♠✐r❛❝❧❡✑ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡
♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❣❧♦✉t♦♥ q✉✐ ❧❡ rés♦✉t ✿ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑r✉s❦❛❧✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st
❞✐t ❣❧♦✉t♦♥ s✐ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① ❧♦❝❛❧✳ ❈❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s s♦♥t r❛r❡♠❡♥t
♦♣t✐♠❛✉① ✭♣❡♥s❡r ❛✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❋■❘❙❚✲❋■❚ ❡t ◆❊❳❚✲❋■❚ ❞✉ ❜✐♥✲♣❛❝❦✐♥❣ ✿ ✐❧s s♦♥t ❣❧♦✉t♦♥s✱
♠❛✐s ♥♦♥✲♦♣t✐♠❛✉① ❀ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥ ♣♦✉r ❧❡ s❛❝✲à✲❞♦s✮✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑r✉s❦❛❧ s❡ ❞é❝r✐t ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡✳

✕ ❚r✐❡r ❧❡s ❛rêt❡s ♣❛r ♣♦✐❞s ❝r♦✐ss❛♥t ✿ e1, . . . , em✳
✕ P♦s❡r F := {e1}✱ i := 1✳
✕ ❘é♣ét❡r

❋❛✐r❡ i := i + 1✳ ❙✐ F ∪ {ei} ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❝②❝❧❡✱ ❢❛✐r❡ F :=

F ∪ {ei}✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✷✳✶✳ ✖ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑r✉s❦❛❧ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s
♠✐♥✐♠❛❧✳

▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ✐❧❧✉stré ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ ❢♦rêt F = (V, F ) ❡st
❜♦♥♥❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t T = (V, F ′) ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❛✈❡❝ F ⊆ F ′

▲❡♠♠❡ ✶✸✳✷✳✷✳ ✖ ❙♦✐t F = (V, F ) ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦rêt✱ s♦✐t ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ δ(X) ✭❛✈❡❝ X ⊆ V ✮
❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ F ❡t e ✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❛♥s δ(X)✳ ❆❧♦rs (V, F ∪ {e}) ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡
❜♦♥♥❡ ❢♦rêt✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✐t T ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❝♦♥t❡♥❛♥t F ✳ ❙♦✐t P ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
r❡❧✐❛♥t ❞❛♥s T ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡ e✳ P ✐♥t❡rs❡❝t❡ δ(X) ❡♥ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛rêt❡ f ✳ ❆❧♦rs T ′ :=

T \ {f} ∪ {e} ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ e✱ ♦♥ ❛ w(e) ≤ w(f)✱ ❡t
❞♦♥❝ w(T ′) ≤ w(T )✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ T ′ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧✳ ❈♦♠♠❡
F ∪ {e} ❡st ❝♦♥t❡♥✉ ❞❛♥s T ′✱ ❝✬❡st ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦rêt✳

Pr❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✷✳✶✳ ✖ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑r✉s❦❛❧ ❛❥♦✉t❡ à ❝❤❛q✉❡ ✐tér❛t✐♦♥ ❧✬❛rêt❡ ❞❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t ♣♦✐❞s ❞❛♥s ❧❛ ❝♦✉♣❡ δ(K)✱ ♦ù K ❡st ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♠♣♦s❛♥t❡s ❝♦♥♥❡①❡s ❞❡ F = (V, F )

✐♥❝✐❞❡♥t❡s à ei✳ ❈♦♠♠❡ δ(K) ❡st ❞✐s❥♦✐♥t❡ ❞❡ F ✱ ❧❡ ▲❡♠♠❡ ✶✸✳✷✳✷ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✳
❚♦✉t ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡✱ (V, F ∪ {ei}) ❡st ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦rêt✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧❛

❞❡r♥✐èr❡ ✐tér❛t✐♦♥ ♦ù ❧❛ ❢♦rêt s❡ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❡♥ ❛r❜r❡✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦rêt✱ ❝❡t ❛r❜r❡
❡st ♦♣t✐♠❛❧✳

❘❡♠❛rq✉❡✳ ❈❡t ❛❧❣♦r✐t♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ q✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ s✐❣♥❡ ❞❡s ♣♦✐❞s ❞❡s ❛rêt❡s✳ ❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡
✐♥tr♦❞✉❝t✐❢✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❛✐t q✉❡ ❧❡s ♣♦✐❞s ét❛✐❡♥t t♦✉s ♣♦s✐t✐❢s ❀ ❝❡❧❛ ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s ♣♦✉✈❛✐t s❡ r❛♠❡♥❡r ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✉✐ s❡ rés♦✉t ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
❑r✉s❦❛❧ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠❡♥t ❞✉ s✐❣♥❡ ❞✉ ♣♦✐❞s ❞❡s ❛rêt❡s✳

✶✹✸



arêtes d’une bonne forêt

X

1

2

4

e

❋✐❣✳ ✷✳ ❯♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦rêt✱ q✉✐ r❡st❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦rêt ❧♦rsq✉✬♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧✬❛rêt❡ e ✭♦♥ s✉♣♣♦s❡

q✉❡ e ❡st ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❛♥s δ(X)✮✳

✶✸✳✸✳ ❆r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r

✶✸✳✸✳✶✳ ●é♥ér❛❧✐tés✳ ✖ ❉❛♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r✱ ❝✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ s♦✉s✲
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts ❞✉ ❣r❛♣❤❡ q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ✈♦✐r r❡❧✐é ♣❛r ✉♥ ❛r❜r❡✳ ❈✉r✐❡✉s❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r
❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r

❉♦♥♥é❡s ✿ ❯♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)✱ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w : E → R+ ❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
s♦♠♠❡ts S ⊆ V ✱ ❛♣♣❡❧és t❡r♠✐♥❛✉①✳

❚â❝❤❡ ✿ ❚r♦✉✈❡r ✉♥ ❛r❜r❡ T ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s ❝♦✉✈r❛♥t S✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ✐♥♥♦♠❜r❛❜❧❡s✱ ❡t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣❛r❛ît ❢réq✉❡♠♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥
❞❡ rés❡❛✉ ❡♥ t❛♥t q✉❡ t❡❧ ♦✉ ❡♥ t❛♥t q✉❡ s♦✉s✲r♦✉t✐♥❡✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✸✳✶✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✱ ♠ê♠❡ s✐ t♦✉s ❧❡s ♣♦✐❞s
s♦♥t é❣❛✉① à ✶✳

❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✲❧à✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ ♣♦s❡r ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡
❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱ ❞✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡①❛❝ts ❡✣❝❛❝❡s ♦✉ ❞❡ ❝❛❞r❡ ❛❞❛♣té à ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ❈✬❡st
❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t✳

✶✹✹



✶✸✳✸✳✷✳ ❆❧❣♦r✐t❤♠❡ 2✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐❢✳ ✖ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ 2✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐❢
q✉✐ s❡ ❞é❝r✐t très s✐♠♣❧❡♠❡♥t✳

❖♥ s✉♣♣♦s❡ G = (V,E) ❝♦♥♥❡①❡✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t K = (S, E′) s✉r S ❡t s✉r
❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ uv ∈ E′ ♦♥ ♠❡t ❧❡ ♣♦✐❞s w̄ ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ u à v ❞❛♥s G ✭♠ê♠❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
q✉❡ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✕ ✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶✮✳

❖♥ ♣r❡♥❞ ❧✬❛r❜r❡ T ′ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s ❝♦✉✈r❛♥t K ♣♦✉r ❧❡ ♣♦✐❞s w̄✳
T ′ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❛rt✐❡❧ H ❞❡ G✳ ❖♥ ❡♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s w✳

▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✐❧❧✉stré ❋✐❣✉r❡ ✶✸✳✸✳✷✳

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✸✳✷✳ ✖ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞é❝r✐t ❝✐✲❞❡ss✉s ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s ❛✉ ♣❧✉s 2 ❢♦✐s
♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ w̄(T ′) ❡st ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① ❢♦✐s ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r T ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ w(T )✳

❙♦✐t T ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s✳ ❉✉♣❧✐q✉♦♥s ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s ❛rêt❡s ❞❡ T ✳ ❖♥ ❛ ❞♦♥❝
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡✉❧ér✐❡♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ♣❛r❝♦✉r✐r ❡♥ ♣❛ss❛♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s s✉r ❝❤❛q✉❡
❛rêt❡ ✿ ❝②❝❧❡ C✳ ❈❡❧❛ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ C ′ ❞❛♥s K ✿ ♦♥ ♣❛r❝♦✉rt S ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❡✉r
♣r❡♠✐èr❡ ❛♣♣❛r✐t✐♦♥ ❞❛♥s C✳ ❖♥ ❛ ✜♥❛❧❡♠❡♥t
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❋✐❣✳ ✸✳ ■❧❧✉str❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ 2✲❛♣♣r♦①✐♠❛t✐❢ rés♦❧✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r✳
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w̄(T ′) ≤ w̄(C ′) ≤ w(C) = 2w(T ).

✶✸✳✸✳✸✳ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ✖ ❉r❡②❢✉s ❡t ❲❛❣♥❡r ♦♥t tr♦✉✈é ❬✼❪ ✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡
❛ss❡③ ❛st✉❝✐❡✉s❡ ✕ ❜❛sé❡ s✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✸✮ ✕ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞❡
❝❛❧❝✉❧❡r ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠✱ q✉❛♥❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ S ♥✬❡st ♣❛s tr♦♣
❣r❛♥❞✳

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ♦♥ ♣♦s❡ ♣♦✉r U ⊆ V ❡t x /∈ U

p(U) := min{w(T ) : T ❡st ❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ♣♦✉r U},
♦♥ ❛ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ s✉✐✈❛♥t❡

✭✸✸✮ p(U ∪ {x} = min
y∈V,∅$U ′$U

(dist(x, y) + p(U ′ ∪ {y}) + p(U \ U ′ ∪ {y})).

♦ù dist(x, y) ❡st ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ x à y✱ ✐✳❡✳ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ x à y ❡♥ ♣r❡♥❛♥t
w ❝♦♠♠❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❛rêt❡s ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✸ ♣♦✉r ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ♣❧✉s ❝♦✉rts ❝❤❡♠✐♥s✮✳

P♦✉r ✈♦✐r q✉❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✸✮ ❡st ✈r❛✐❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ x ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱
x ❡st r❡❧✐é ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ à ✉♥ s♦♠♠❡t y q✉✐ ❡st t❡❧ q✉❡

✕ s♦✐t y ∈ U

✕ s♦✐t y /∈ U ❡t y ❞❡ ❞❡❣ré ❛✉ ♠♦✐♥s ✷✳
P♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t✱ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✸✮ ❡st ✈r❛✐❡ ❡♥ ♣♦s❛♥t U ′ := {y}✳ P♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣♦✐♥t✱
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡ ❝❛r ❛❧♦rs y ❡st ❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ♣❛rt❛♥❞ ❞❡ x✱ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡
❝♦✉✈r❛♥t U ′ ∪ {y} ❡t ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t U \ U ′ ∪ {y}✳

❊♥✜♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r y = x✳
▲✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✸✮ ❝❛❧❝✉❧é❡s ❞❡ ♣r♦❝❤❡ ❡♥ ♣r♦❝❤❡ ❝♦♥❞✉✐t à

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✸✳✸✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ s❡ rés♦✉t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
❡①❛❝t❡ ❡♥ O(3sns + mn + n2 log n)✱ ♦ù s ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ S✳

❊❧❡♠❡♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡✳ ✖ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✸✮ ❛ été ❡sq✉✐ssé❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ■❧ r❡st❡ à ❡①♣❧✐q✉❡r
❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳

▲❡ t❡r♠❡ O(3sn2) ✈✐❡♥t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ p(U)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ❝❛❧❝✉❧é t♦✉s ❧❡s p(U) ♣♦✉r ✉♥
❝❛r❞✐♥❛❧ |U | = i✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ p(U) ♣♦✉r ✉♥❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té |U | = i+1 s❡ ❢❛✐t ❡♥ n2i ✭✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥
❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ✭✸✸✮✮✳ ▲❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té t♦t❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡

∑s−1
i=0 n2i

(

s
i+1

)

= O(3sns)✳
▲❡ t❡r♠❡ O(mn + n2 log n) ✈✐❡♥t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♣❧✉s ❝♦✉rt❡s ❞✐st❛♥❝❡s✳

❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❛r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣❡rt✐♥❡♥t❡ s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ s ❞❡
t❡r♠✐♥❛✉① ❡st ♣❡t✐t✳

✶✸✳✸✳✹✳ ❇r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t✳ ✖ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t ✭✈♦✐r ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣r❡✲
♠✐èr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t✮ r❡♣♦s❡ s✉r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✸✳✹✳ ✖ ❙♦✐t r ✉♥ s♦♠♠❡t ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ r ∈ S✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡
❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ r❡✈✐❡♥t à rés♦✉❞r❡

minx∈RE

∑

e∈E w(e)xe

s✳❝✳
∑

e∈δ(X) xe ≥ 1 ♣♦✉r t♦✉t X ⊆ V t❡❧ q✉❡ r /∈ X

❡t X ∩ S 6= ∅
xe ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t e ∈ E✳
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❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙✐ x ❡st ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✐❧ s❛t✐s❢❛✐t
❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t x∗ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳
◆♦t♦♥s T := {e ∈ E : xe = 1}✳ ❉✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té

∑

e∈δ(X) xe ≥ 1✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ T ❡st ❝♦♥♥❡①❡✳
❊t s✐ T ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❝②❝❧❡ C✱ ♦♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛rêt❡ e ∈ C t❡❧❧❡ q✉❡ w(e) = 0✱ ❛rêt❡ q✉❡ ❧✬♦♥
♣❡✉t s✉♣♣r✐♠❡r s❛♥s q✉❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s❡ r❡tr♦✉✈❡♥t ✈✐♦❧é❡s✳

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs ♣ré❝é❞❡♥t ❛ ❞❡✉① ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s q✉✐ ❧❡ r❡♥❞❡
❞✐✣❝✐❧❡ à rés♦✉❞r❡✳
• ✐❧ ❡st ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳
• ✐❧ ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳
❖♥ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ s✐t✉❛t✐♦♥ q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ P▲◆❊ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉

✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✳ ▲❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❧è✈❡ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ✿ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜♦r♥❡ ✐♥❢ér✐❡✉r❡ s✉r ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❈❡❧❛ ✐♥❞✐q✉❡ q✉✬✉♥❡ ♠ét❤♦❞❡ ❞❡
❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡✳ P♦✉r rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣ré❝é❞❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t
✉t✐❧✐s❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t très s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡ s✉✐✈✐❡ ♣♦✉r ❧❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡✳

P♦✉r ♣♦✉✈♦✐r ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t✱ ✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉✈♦✐r tr♦✉✈❡r s✬✐❧ ❡①✐st❡ X ⊆ V ❛✈❡❝
r /∈ X ❡t X ∩ S 6= ∅ t❡❧ q✉❡ ∑e∈δ(X) xe < 1✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✿
♦♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ v✕r ✢♦t ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r t♦✉t v ∈ S ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ✺✮✳

❖♥ ❛ ❞♦♥❝ t♦✉t ❝❡ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❞✉ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❝✉t✳ ▲✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ s✉✐t ❧❡ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛
q✉❡ ❝❡❧✉✐ ❞é❝r✐t ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✶✳

✶✸✳✸✳✺✳ ❘❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✳ ✖ ▲❛ r❡ss❡♠❜❧❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❛r❜r❡s ❝♦✉✈r❛♥ts
s✉❣❣èr❡ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✸✳✺✳ ✖ ❙♦✐t r ✉♥ s♦♠♠❡t ❛r❜✐tr❛✐r❡✱ r ∈ S✳ ❙♦✐t v0 ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s♦♠♠❡t✱ r❡❧✐é
à t♦✉t s♦♠♠❡t ❞❡ V \S ❡t à r✳ ❖♥ ét❡♥❞ w ♣❛r w(v0v) := 0✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ G0 = (V0, E0) ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉
❣r❛♣❤❡✳ ❘és♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ r❡✈✐❡♥t à rés♦✉❞r❡

✭✸✹✮

minx∈RE

∑

e∈E w(e)xe

s✳❝✳ xe ∈ {0, 1} ❡t ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✐♥❞✐❝❛t❡✉r
❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t G0✱

xv0v + xe ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V \ S

❡t t♦✉t e ∈ δG(v)

❉é♠♦♥str❛t✐♦♥✳ ✖ ❙✐ x ❡st ✈❡❝t❡✉r ❞✬✐♥❝✐❞❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✐❧ s❛t✐s❢❛✐t
❧❡s ✐♥é❣❛❧✐tés ❝✐✲❞❡ss✉s✱ q✉✐tt❡ à ❛❥♦✉t❡r ❞❡s xv0v := 1✱ s❛♥s ♠♦❞✐✜❡r ❧❡ ♣♦✐❞s✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱
s♦✐t x∗ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ◆♦t♦♥s T := {e ∈ E : xe = 1}✳ ❊♥ ♥❡
❣❛r❞❛♥t q✉❡ ❧❡s ❛rêt❡s q✉✐ s♦♥t ♥♦♥ ✐♥❝✐❞❡♥t❡s à v0✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥ ❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ ♠ê♠❡
❝♦ût✳

❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ ♣♦✉r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ❜♦r♥❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝r✉❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❣r❛♥❞❡ t❛✐❧❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t
❞♦♥❝ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r s✐ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✸✹✮ r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
s♦❧✉❜❧❡✳

■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s xv0v +xe ≤ 1 r❡♥❞ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ❣râ❝❡
à ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑r✉s❦❛❧✳ ❖♥ é❝r✐t ❞♦♥❝ ❧❡ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥✳

L(x, λ) :=
∑

e∈E

w(e)xe +
∑

v∈V \S

∑

e∈δ(v)

λv,e(xv0v + xe − 1).

✶✹✼



▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❝♦♥s✐st❡ à tr♦✉✈❡r minx maxλL(x,λ)✳ ❖♥ ♣❡✉t ♠✐♥♦r❡r
❝❡tt❡ q✉❛♥t✐té ♣❛r maxG(λ)✱ ❛✈❡❝ G(λ) := minxL(x,λ)✱ ✐❡ ✿

G(λ) :=

min
∑

e∈E w(e)xe +
∑

v∈V \S

∑

e∈δG(v) λv,e(xv0v + xe − 1)

s✳❝✳ xe ❡st ❧❡ ✈❡❝t❡✉r ✐♥❞✐❝❛t❡✉r ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t G0✱

q✉✐ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡✳✳✳

G(λ) := −
∑

v∈V \S

∑

e∈δ(v)

λv,e + ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t G0

♦ù ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t G0 ❡st ❝❛❧❝✉❧é ❛✈❡❝ ❧❡s ♣♦✐❞s w′
uv := wuv + λu,uv1(u /∈ S) + λv,uv1(v /∈ S) s✐

uv ∈ E ❡t w′
v0v :=

∑

e∈δ(v) λv,e✳
G(λ) s❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❞♦♥❝ ❛✐sé♠❡♥t ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑r✉s❦❛❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ s❡s s✉r✲❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❖♥

s❛✐t ❞♦♥❝ ♠❛①✐♠✐s❡r G(λ)✱ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✳
P♦✉r ❧❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✱ ❝✬❡st s✐♠♣❧❡ ✿ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛❜❧❡s ❛ss♦❝✐é❡s à ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡

❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❛r❜r❡s ❛✈❡❝ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬❛rêt❡s ✐♠♣♦sé✳
■❧ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ tr♦✉✈❡r ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠ ❛✈❡❝ ❞❡s ❛rêt❡s
✐♠♣♦sé❡s s❡ ❢❛✐t ❡♥❝♦r❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑r✉s❦❛❧✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ✐❝✐ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡
❝❛s ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ♦ù ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ❜♦r♥❡ ❞✉ 1✲❛r❜r❡ ❡♥ ✜①❛♥t ❞❡s ❛rêt❡s ❡t ❡♥
❡♥ ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❞✬❛✉tr❡s ✐❧ ❢❛✉t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût✳

✶✸✳✸✳✻✳ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳ ✖ ❈❧❛ss✐q✉❡♠❡♥t✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦✉r ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❙t❡✐♥❡r tr❡❡ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ r❡♠❛rq✉❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ❯♥❡ ❢♦✐s ✜①és ❧❡s s♦♠♠❡ts V ′ ⊆ V

❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ✭♦♥ ❛ ❜✐❡♥ sûr T ⊆ V ′✮✱ ❧❡s ❛rêt❡s s✬♦❜t✐❡♥♥❡♥t ♣❛r ✉♥ s✐♠♣❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬❛r❜r❡
❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠✉♠✳

▲❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡ s❡ ❝♦♥str✉✐t s✉r ❧❡s ♣❛rt✐❡s V ′ ❞❡ V ✿ ♦♥ ❞✐t q✉❡ V ′ ❡st ✈♦✐s✐♥ ❞❡ V ′′ s✐ ❧✬♦♥ ❡st
❞❛♥s ✉♥❡ ❞❡s ❝❡s s✐t✉❛t✐♦♥s

✶✳ V ′′ := V ′ \ {v′} ♣♦✉r ✉♥ v′ ∈ V ′✱ ✭❞r♦♣✮

✷✳ V ′′ := V ′ ∪ {v′′} ♣♦✉r ✉♥ v′′ ∈ V \ V ′ ✭❛❞❞✮ ♦✉

✸✳ V ′′ := V ′ \ {v′} ∪ {v′′} ✭s✇❛♣✮✳

✶✸✳✹✳ ◗✉❡❧q✉❡s r❡♠❛rq✉❡s ♣♦✉r ✜♥✐r

❘❡♣r❡♥♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ✈✐❧❧❛❣❡s ❞✉ ❞é❜✉t✱ ♠❛✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉t♦r✐s♦♥s✲♥♦✉s ❞❡s ❡♠❜r❛♥✲
❝❤❡♠❡♥ts✳ ❖♥ ✈❡✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥✈❡✈♦✐r ❧❡ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r ❞❡ ❞✐st❛♥❝❡ t♦t❛❧❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ t❡❧ q✉❡ t♦✉s ❧❡s
✈✐❧❧❛❣❡s s♦✐❡♥t r❡❧✐és✳

■❝✐✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❞é❜✉t✱ ❧❛ ❧✐st❡ ❞❡s tr♦♥ç♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s ❡st ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
✐♥✜♥✐❡✱ ❧✬✐♥♣✉t ❡st ❛❧♦rs ♣❧✉tôt ❧❡s ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡s n ✈✐❧❧❛❣❡s✳ ❈❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❥✉st✐✜❡ ❧❛
❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ s✉✐✈❛♥t✳

Pr♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❡✉❝❧✐❞✐❡♥

❉♦♥♥é❡s ✿ t ♣♦✐♥ts ❞❡ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡s (x1, y1), . . . , (xt, yt)✳

❚â❝❤❡ ✿ ▲✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡s ❧♦♥❣✉❡✉r r❡❧✐❛♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts✳

❙❛♥s s✉r♣r✐s❡✱ ♦♥ ❛

❚❤é♦rè♠❡ ✶✸✳✹✳✶✳ ✖ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❡st ◆P✲❞✐✣❝✐❧❡✳

✶✹✽



❋✐❣✳ ✹✳ ❆ ❣❛✉❝❤❡✱ ❧✬✐♥♣✉t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❡✉❝❧✐❞✐❡♥✱ à ❞r♦✐t❡ ❧✬♦✉t♣✉t✳

❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❡st ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ ❧♦♥❣✉❡✉r
r❡❧✐❛♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts✳

▲❡s ❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞❡ rés♦❧✉t✐♦♥s✱ ❧❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s✱ ❡t❝✳ s✬❛♣♣✉✐❡♥t s✉r ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✳ ❖♥
❛♣♣❡❧❧❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❙t❡✐♥❡r ✉♥❡ ❡①tré♠✐té ❞❡ s❡❣♠❡♥t q✉✐ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥ ❞❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❧✬✐♥♣✉t✳

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✸✳✹✳✷✳ ✖ ▲❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ ❙t❡✐♥❡r s♦♥t t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❞❡❣ré ✸✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❞❡✉①
s❡❣♠❡♥ts s❡ r❡♥❝♦♥tr❛♥t ❡♥ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ❞❡ ✶✷✵◦✳

P♦✉r ✉♥❡ ✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ ✈♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✹✳
❚♦✉t ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐♥❡r s✉r ✉♥ ❣r❛♣❤❡✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❙t❡✐✲

♥❡r ❡✉❝❧✐❞✐❡♥ ❡st très ét✉❞✐é✳ ❖♥ ❝♦♥♥❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❛✈❡❝ ❞❡s
❢❛❝t❡✉rs ❛✉ss✐ ♣r♦❝❤❡s ❞❡ 1 q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ✦(2)✮✱ ❞❡s ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞ ❡✣❝❛❝❡s ♦✉ ❞❡s ♠ét❛✲
❤❡✉r✐st✐q✉❡s ❞✉ st②❧❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡✳

❯♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ très ét✉❞✐é ✕ ❛✈❡❝ ❞❡s rés✉❧t❛ts s❡♠❜❧❛❜❧❡s ✕ ❡st ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
❙t❡✐♥❡r ✏▼❛♥❤❛tt❛♥✑✱ ❡♥ ♥❡ s✬❛✉t♦r✐s❛♥t q✉❡ ❧❡s s❡❣♠❡♥ts ❤♦r✐③♦♥t❛✉① ❡t ✈❡rt✐❝❛✉①✳ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿
❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❝✐r❝✉✐ts ✐♥té❣rés✳

❚♦✉❥♦✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡s ❝✐r❝✉✐ts ✐♥té❣rés✱ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❛r❜r❡s
❞❡ ❙t❡✐♥❡r ❞✐s❥♦✐♥ts✳

✶✸✳✺✳ ❊①❡r❝✐❝❡s

✶✸✳✺✳✶✳ ❘és❡❛✉ ❝♦♥♥❡①❡ ♠✐♥✐♠❛❧✳ ✖ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t rés❡❛✉ r❡❧✐❛♥t ❧❡s ♣♦✐♥ts
A, B,C, D, E, F,G✳ ❖♥ ♥✬❛ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ❞r♦✐t ❛✉ ❧✐❡♥ ❞✐r❡❝t ✭♣❛s ❞✬❡♠❜r❛♥❝❤❡♠❡♥t✮✳ ▲❡s ❞✐st❛♥❝❡s
s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✳

A B C D E F G

A 0 10 5 6 7 9 3

B 5 0 8 7 6 2 1

C 3 3 0 11 4 1 8

D 2 4 7 0 9 7 10

E 2 3 8 6 0 3 1

F 6 7 9 2 3 0 4

G 5 5 7 5 1 2 0

❚r♦✉✈❡r ❝❡ rés❡❛✉✳

(2)♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥

✶✹✾



1

1

1

1

1

2

2

2

2

22

4 4

4

4
44

5

4

4

6

7

2

1

1

1

1

22

2

2

Château d’eau

❋✐❣✳ ✺

✶✸✳✺✳✷✳ ❯♥ rés❡❛✉ ❞✬❡❛✉✳ ✖ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛✈✐❧❧♦♥s ❞♦✐t êtr❡ r❡❧✐é ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡
❝❛♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡❛✉ ❛✉ ♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût à ✉♥ ❝❤ât❡❛✉ ❞✬❡❛✉✳ ❱♦✐r ❋✐❣✉r❡ ✺✳ ❙✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✱ ❧❡s ❧✐❛✐s♦♥s
♣♦ss✐❜❧❡s s♦♥t ✐♥❞✐q✉é❡s ♣❛r ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣❛✈✐❧❧♦♥s✳ ▲❡ ❝♦ût ❞✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥❡
❧✐❛✐s♦♥ ❡st ✐♥❞✐q✉é à ♣r♦①✐♠✐té ❞❡ ❝❡ ❧✐❡♥✳

▼❡tt❡③ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥ rés❡❛✉ ❞❡ ♠♦✐♥❞r❡ ❝♦ût s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✱ ✐♥❞✐q✉❡③ s♦♥ ❝♦ût ❡t ❥✉st✐✜❡③
❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❡ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ q✉❡ ✈♦✉s ♣r♦♣♦s❡③✳

✶✸✳✺✳✸✳ P❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦✐❞s ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E)

♠✉♥✐ ❞❡ ♣♦✐❞s w : E → R✳ ❖♥ ❝❤❡r❝❤❡ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞♦♥t ❧❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ ❞✬✉♥❡ ❛rêt❡ ❡st ❧❡
♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈♦♠♠❡♥t ♣❡✉t✲♦♥ ❧❡ tr♦✉✈❡r ❄

✶✸✳✺✳✹✳ Pr♦❞✉✐t ❞❡s ♣♦✐❞s✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ♠✉♥✐ ❞❡ ♣♦✐❞s w : E → R∗
+

str✐❝t❡♠❡♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ P❡✉t✲♦♥ tr♦✉✈❡r ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞♦♥t ❧❡ ♣r♦❞✉✐t ❞❡s
♣♦✐❞s ❡st ♠✐♥✐♠❛❧ ❄

✶✸✳✺✳✺✳ ●r❛♣❤❡ ♣❛rt✐❡❧ ❝♦♥♥❡①❡ ❝♦✉✈r❛♥t✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ♠✉♥✐ ❞❡
♣♦✐❞s w : E → R✳ P❡✉t✲♦♥ tr♦✉✈❡r ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♣❛rt✐❡❧ ❝♦♥♥❡①❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡
♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❄

❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣❛rt✐❡❧ H ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡st t❡❧ q✉❡ H = (V ′, F ) ❛✈❡❝
V ′ ⊆ V ❡t F ⊆ E✳ ❙✐ V ′ = V ✱ ♦♥ ❞✐t q✉✬✐❧ ❝♦✉✈r❡ G✳

✶✸✳✺✳✻✳ ❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ♠❡ss❛❣❡✱ ❞✬❛♣rès ❆❤✉❥❛✱ ❆❧✐♠❛♥t✐ ❡t ❖r❧✐♥ ❬✶❪✳
✖ ❯♥ s❡r✈✐❝❡ ❞✬❡s♣✐♦♥♥❛❣❡ ❛ n ❛❣❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ ♣❛②s ❡♥♥❡♠✐✳ ❈❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❝♦♥♥❛ît ❝❡rt❛✐♥s

✶✺✵



❞❡s ❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts ❡t ♣❡✉t ♦r❣❛✐♥❡r ✉♥❡ r❡♥❝♦♥tr❡ ❛✈❡❝ t♦✉t❡ ♣❡rs♦♥♥❡ q✉✬✐❧ ❝♦♥♥❛ît✳ P♦✉r t♦✉t❡
r❡♥❝♦♥tr❡ ❡♥tr❡ ❧✬❛❣❡♥t i ❡t ❧✬❛❣❡♥t j✱ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té q✉❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ t♦♠❜❡ ❡♥tr❡ ❞❡s ♠❛✐♥s ❤♦st✐❧❡s
❡st ❞❡ pij ✳ ❈♦♠♠❡♥t tr❛♥s♠❡ttr❡ ❧❡ ♠❡ss❛❣❡ à t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❡♥ ♠✐♥✐♠✐s❛♥t ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té
❞✬✐♥t❡r❝❡♣t✐♦♥ ❄

✶✸✳✺✳✼✳ ▼❛tr♦ï❞❡s ✭♣♦✉r ❧❡s é❧è✈❡s ❛②❛♥t ✉♥ ❣♦ût ♣♦✉r ❧❡s ♠❛t❤s✮✳ ✖ ❙♦✐t E ✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❡t s♦✐t I ✉♥❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt✐❡s ❞❡ E✳ ❙✐ I s❛t✐s❢❛✐t

✭✐✮ s✐ I ∈ I ❡t J ⊆ I✱ ❛❧♦rs J ∈ I✳
✭✐✐✮ s✐ I, J ∈ I ❡t |I| < |J |✱ ❛❧♦rs I ∪ {z} ∈ I ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ z ∈ J \ I✳

❛❧♦rs (E, I) ❡st ❛♣♣❡❧é ✉♥ ♠❛tr♦ï❞❡✳

✶✳ ❙♦✐t G = (V,E) ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♥♥❡①❡✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ (E,F) ♦ù F ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❢♦rêts ❞❡
G ❡st ✉♥ ♠❛tr♦ï❞❡✳

✷✳ ❙♦✐t E = E1∪E2∪. . .∪Ek ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡ k ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✐s❥♦✐♥ts✱ ❡t s♦✐❡♥t u1, u2, . . . , uk ❞❡s ❡♥t✐❡rs
♣♦s✐t✐❢s✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ (E, I) ♦ù I ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s I ❞❡ E t❡❧❧❡s q✉❡ I ∩ Ei ≤ ui

❡st ✉♥ ♠❛tr♦ï❞❡ ✭❛♣♣❡❧é ♠❛tr♦ï❞❡ ❞❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✮✳

✸✳ ❙♦✐t M ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ ré❡❧❧❡✳ ❙♦✐t E ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞❡ M ❡t s♦✐t I ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭♣♦✉r ❧✬❛❣è❜r❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡ (E, I) ❡st ✉♥ ♠❛tr♦ï❞❡
✭❛♣♣❡❧é ♠❛tr♦ï❞❡ ♠❛tr✐❝✐❡❧✮✳

✹✳ ❙♦✐t (E, I) ✉♥ ♠❛tr♦ï❞❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ♣♦✐❞s w : E → R✳ ▼♦♥tr❡r q✉❡
tr♦✉✈❡r ❧✬✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠✉♠ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❣❧♦✉t♦♥✳

✶✸✳✺✳✽✳ ❉❡s✐❣♥ ❞❡ rés❡❛✉ ✲ ✉♥ s❡✉❧ ❜✐❡♥✳ ✖ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ❝❛❧✐❜r❡r ✉♥ rés❡❛✉
❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣♦✉✈♦✐r ❛ss✉r❡r ❞❡s ❧✐✈r❛✐s♦♥s ❞❡♣✉✐s ❞❡s s♦✉r❝❡s ❥✉sq✉✬à ❞❡s ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✳
P♦✉r ❝❤❛q✉❡ tr♦♥ç♦♥ ❞✐r❡❝t (u, v)✱ ♦♥ ❝♦♥♥❛ît ❧❡ ❝♦ût c(u, v) ❞✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧✐❛✐s♦♥ ❞❡
❝❛♣❛❝✐té ✉♥✐t❛✐r❡✳ ❈♦♠♠❡♥t ❝♦♥str✉✐r❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❞♦♥t ❧✬ét❛❜❧✐ss❡♠❡♥t s♦✐t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠❄ ❖♥
s✉♣♣♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥♥❛ît ♣♦✉r ❧❡s s♦✉r❝❡s✱ ❧✬♦✛r❡ ❡t ♣♦✉r ❧❡s ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s✱ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✳ ▼♦❞é❧✐s❡r
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦t✳

✶✸✳✺✳✾✳ ❉❡s✐❣♥ ❞❡ rés❡❛✉ ✲ ♣❧✉s✐❡✉rs ❜✐❡♥s✳ ✖ ❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ rés❡❛✉ ♦r✐❡♥té D = (V,A)✳
❈❡ rés❡❛✉ ❛ ❞❡s s♦✉r❝❡s s1, . . . , sk ❡t ❞❡s ❞❡st✐♥❛t✐♦♥s t1, . . . , tk✳ ▲❡ ❜✐❡♥ i ❝✐r❝✉❧❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ si

à ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ti✳ ❈❡ ❜✐❡♥ ❡st ♠♦❞é❧✐sé ♣❛r ✉♥ ✢♦t xi : A→ R+✳
❖♥ ❞♦✐t sé❧❡❝t✐♦♥♥❡r ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ A′ ❞❡ A t❡❧ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ❜✐❡♥ ♣✉✐ss❡ ❝✐r❝✉❧❡r

❞❡ s❛ s♦✉r❝❡ à s❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳
▲❡ ❝♦ût ❞❡ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❝ a s❡ ♥♦t❡ fa ❡t ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❝ a ♣♦✉r ✉♥❡ ✉♥✐té ❞❡

❜✐❡♥ i s❡ ♥♦t❡ ci
a✳ ❖♥ ✈❡✉t tr♦✉✈❡r A′ t❡❧ q✉❡ ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧ ✭sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❛r❝s ❡t tr❛♥s♣♦rt ❞✉

✢♦t✮ s♦✐t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦ss✐❜❧❡✳

✶✳ ▼♦❞é❧✐s❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐é♥❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✱ ❡♥ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s xi

a✱ ♣♦✉r a ∈ A ❡t i = 1, . . . , k✱ ❡t ya✱ ♣♦✉r a ∈ A✱ ♦ù ya ❝♦❞❡ ❧❛ sé❧❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❝ A

❞❛♥s ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✉ rés❡❛✉✳

✷✳ Pr♦♣♦s❡r ✉♥❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❧❛❣r❛♥❣✐❡♥♥❡ q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s✳

✶✺✶





❈❍❆P■❚❘❊ ✶✹

❖❯❱❊❘❚❯❘❊

❊♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥✱ s✐❣♥❛❧♦♥s ❧❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❡s ❞♦♠❛✐♥❡s à ❧❛
❢r♦♥t✐èr❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t é✈♦q✉és✱ ♣❛r ♠❛♥q✉❡ ❞❡ t❡♠♣s ❡t ❞❡ ♣❧❛❝❡✱ ♠❛✐s q✉✐ s♦♥t
❡①trê♠❡♠❡♥t ✐♠♣♦rt❛♥ts✳

❈❡s ♦✉t✐❧s s♦♥t ❧❡s♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❧❡s♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦✉♣❡s✱ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❝♦♥✈❡①❡ ❡t ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳

❈❡s ❞♦♠❛✐♥❡s s♦♥t ❧❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ ❧❡s ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡ ❡t ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①✳

✶✹✳✶✳ ◗✉❡❧q✉❡s ♦✉t✐❧s ❛❜s❡♥ts ❞❡ ❝❡ ❧✐✈r❡

✶✹✳✶✳✶✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ✖ ❙♦✉✈❡♥t ❛ss♦❝✐é ❛✉ ♥♦♠ ❞❡ ❇❡♥❞❡r q✉✐ ✐♥✐t✐❛
❝❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ❧❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❞é❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ tr❛✐t❡♥t ❞❡s ❝❛s ♦ù ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st
très ❣r❛♥❞✱ ✈♦✐r❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❚rès s❝❤é♠❛t✐q✉❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡
♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ❢♦r♠✉❧❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ (P )✱ ❝❡s ♠ét❤♦❞❡s ♣r♦❝è❞❡♥t ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ✕ ❧❡ ♠♦t ✓ ❝♦❧♦♥♥❡ ✔ét❛♥t ❛❧♦rs s②♥♦♥②♠❡
❞❡ ✓ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✔❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✉ s✐♠♣❧❡①❡✮ ✿

✶✳ ♥❡ tr❛✈❛✐❧❧❡r q✉❡ s✉r ✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ (P ′) ❀

✷✳ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ❞✉❛❧ (D′) ❞❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ré❞✉✐t ❀ ❞❡ ❞❡✉① ❝❤♦s❡s ❧✬✉♥❡
✕ s♦✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞✉❛❧ s❛t✐s❢❛✐t t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ❞✉❛❧ (D) ❞❡ (P ) ❛✉q✉❡❧
❝❛s✱ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ♣r✐♠❛❧❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ (P ′) ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ (P )✱ ❡t
❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ✜♥✐✱

✕ s♦✐t ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞✉❛❧ ♥❡ s❛t✐s❢❛✐t ♣❛s t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ (D)✳ ❖♥ sé❧❡❝t✐♦♥♥❡
❛❧♦rs ✉♥❡ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✈✐♦❧é❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ♣❧✉s ✈✐♦❧é❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥é❝❡ss✐t❡ s♦✉✈❡♥t
✉♥ ❛✉tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✮✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ à (P ′) ❝❡ q✉✐
❞♦♥♥❡ ♥❛✐ss❛♥❝❡ à ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ré❞✉✐t✳ ❖♥ r❡t♦✉r♥❡ ❡♥ ✶✳

✶✹✳✶✳✷✳ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦✉♣❡s✳ ✖ ▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦✉♣❡s s♦♥t ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳ ❖♥ ♣❡✉t é❝r✐r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥
♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ min(cT x : x ∈ P ∩ Zn)✱ ♦ù P ❡st ✉♥ ♣♦❧②è❞r❡✳

▲❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ ❝♦✉♣❡s ❝♦♥s✐st❡♥t à ❛❥♦✉t❡r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s q✉✐ s♦♥t ✈ér✐✜é❡s ♣❛r t♦✉s
❧❡s ♣♦✐♥ts ❡♥t✐❡rs ❞❡ P ✱ ♠❛✐s ♣❛s ♣❛r t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts ❞❡ P ✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡✱
♦♥ ♥❡ s❡ ♣r✐✈❡ ♣❛s ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s
❞❡ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❝♦✉♣❡s ❞❡ ❉❛♥t③✐❣✱ ●♦♠♦r②✱ ❈❤✈❛t❛❧✱✳✳✳✮✱ ♦♥
♣❡✉t ❛✉ss✐ tr♦✉✈❡r ❞❡ t❡❧❧❡ ❝♦✉♣❡ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞ ❤♦❝✱ ❛❞❛♣té❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❛✉q✉❡❧ ♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡✳ ❖♥ ❛ ✈✉ ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡s ❡①❡r❝✐❝❡s ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ✽✳



✶✹✳✶✳✸✳ ❖♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✳ ✖ ▲❛ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐✲
♥é❛✐r❡ ❡st ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❝♦♥✈❡①❡✱ ❞♦♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ s♦♥t ❝♦♥✈❡①❡s✳ ❉❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞✉ tr❛♥s♣♦rt ❞❡ ❣❛③ ♦✉ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① té❧é❝♦♠ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡ s♦✉✈❡♥t
❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✉ t②♣❡ ✿ ♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té✱ ❡t ❞❡s
❝♦ûts ca : R→ R ❝♦♥✈❡①❡s✱ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✱ ❡t ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ tr♦✉✈❡r ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠✳
❖♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❡✣❝❛❝❡s ✭❡t très s♦✉✈❡♥t ♣♦❧②♥♦♠✐❛✉①✮ ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❝❡s
♣r♦❜❧è♠❡s✳

■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ s✐❣♥❛❧❡r ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ré✲
s♦❧✉❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ♣❛r ❧❡s ♣♦✐♥ts ✐♥tér✐❡✉rs✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ❝❛s ♦ù ❧❡s ✈❡❝t❡✉rs ❞❡s
♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡s✱ t❛♥t ❝❡✉① q✉✐ ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧✬♦❜❥❡❝t✐❢ ♦✉ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s q✉❡
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡✱ ✐✳❡✳ ❞❡s ♠❛tr✐❝❡s s②♠étr✐q✉❡s
ré❡❧❧❡s ❞♦♥t t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♣r♦♣r❡s s♦♥t ♣♦s✐t✐✈❡s ♦✉ ♥✉❧❧❡s✳

▲❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ s❡♠✐✲❞é✜♥✐❡ ♣♦s✐t✐✈❡ ♥❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ♣❛s ❛✉ss✐ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ré❡❧s✱ ♠❛✐s ❛♣♣❛r❛ît s♦✉✈❡♥t ❝♦♠♠❡ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s
♣r♦❜❧è♠❡s ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡s✳

✶✹✳✶✳✹✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ✖ ❙✐♠✉❧❡r ❝✬❡st r❡♣r♦❞✉✐r❡ à ✈♦❧♦♥té ✉♥ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ à ❧✬❛✐❞❡
❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ q✉✐ ❡♥ ❛❜str❛✐t ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❡ss❡♥t✐❡❧s✱ ❞❛♥s ❧❡ ❜✉t ❞❡ t✐r❡r ❞❡s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s s✉r ❝❡
♣❤é♥♦♠è♥❡✳

▲✬✐♥térêt ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❛♥❞
✕ ❧❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ à r❡♣r♦❞✉✐r❡ à ✈♦❧♦♥té ✭❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞✐✣❝✐❧❡s
à r❡♠♣❧✐r✱ ❝♦ût✱ ❞✉ré❡✱ ❡t❝✳✮

✕ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥❡ s❡ rés♦✉t ♣❛s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
❜✐♥✐✈❡❛✉① ❝♦♠♣❧✐q✉és ❀ ♦✉ ❡♥ ♣❤②s✐q✉❡ ✿ éq✉❛t✐♦♥s ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✮

❖♥ ❞✐st✐♥❣✉❡ ❧❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s à t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉ ❡t ❝❡✉① à é✈é♥❡♠❡♥ts ❞✐s❝r❡ts✳
▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡r ✉♥❡ ✢♦tt❡ ❞❡ ✈é❤✐❝✉❧❡ ❞❡ tr❛♥s✲

♣♦rt à ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✱ ❝♦♠♣t❡ t❡♥✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉t✐❧✐té ❞❡s ❛❣❡♥ts✱ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❣❡st✐♦♥✱ ❡t❝✳ ❀ ♣♦✉r
♣r♦♣♦s❡r ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ s②stè♠❡ ❧♦❣✐st✐q✉❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡s t❛r✐✜❝❛t✐♦♥s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❀ ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡
❞✬❛♣♣r♦✈✐s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡①❡ ❀ ❡t❝✳

▲❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ❝♦✉♣❧é❡ ❛✈❡❝ ❞❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ♣❧✉s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥✲
♥❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ❞é✈✐♥❡ ❛✐sé♠❡♥t à ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ❞❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s✳

✶✹✳✷✳ ❚r♦✐s ❞♦♠❛✐♥❡s à ❧❛ ❢r♦♥t✐èr❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

✶✹✳✷✳✶✳ ❙t❛t✐st✐q✉❡s✳ ✖ ▲❡s st❛t✐st✐q✉❡s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❝♦♠♠❡ ❧❛ s❝✐❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❡s ❣r❛♥❞s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ✐♥t❡r✈✐❡♥♥❡♥t ❡♥ ❛♠♦♥t ❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡
❉♦♥♥é❡s ❞✬✉♥ Pr♦❜❧è♠❡ ✿ ❧❡s ❞♦♥♥é❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❢❛❝✐❧❡s à ♦❜t❡♥✐r✱ ♦✉ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
❡♥t❛❝❤é❡s ❞✬❡rr❡✉rs✳

✶✹✳✷✳✷✳ ❋✐❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡✳ ✖ ❈✬❡st ✉♥ ♦✉t✐❧ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ✭♣✉✐ss❛♥t✮ ❞❡s s②stè♠❡s ❧♦❣✐st✐q✉❡s
❡t ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ■❧ ② ❛ ❞❡s ❝❧✐❡♥ts✱ q✉✐ ❝❤❡r❝❤❡♥t à ❛❝❝é❞❡r à ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❧✐♠✐té❡s✱ ❛✜♥
❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥ s❡r✈✐❝❡✳ ❈❡s ❞❡♠❛♥❞❡s ❝♦♥❝✉rr❡♥t❡s ❡♥❣❡♥❞r❡♥t ❞❡s ❞é❧❛✐s ❡t ❞♦♥❝ ❞❡s ✜❧❡s ❞✬❛tt❡♥t❡
❞❡ ❝❧✐❡♥ts✳

▲❡s ♠❡s✉r❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✿ ♥♦♠❜r❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❝❧✐❡♥ts ❡♥ ❛tt❡♥t❡ ❡t
t❡♠♣s ♠♦②❡♥ ❞✬❛tt❡♥t❡✳

▲❡ ♠♦❞è❧❡ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❋✐❣✉r❡ ✶✳

✶✺✹



λ
µ

attente
servicearrivée

départ

❋✐❣✳ ✶✳ ❯♥❡ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ s✐♠♣❧❡✳

▲❡s t❛✉① ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡t ❞❡ s❡r✈✐❝❡✱ λ ❡t µ s♦♥t ❞♦♥♥és✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬❛rr✐✈é❡ ❡st ♣♦✐ss♦♥✐❡♥
❡t s✐ ❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ s❡r✈✐❝❡ s✉✐t ✉♥❡ ❧♦✐ ❡①♣♦♥❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❡rs♦♥♥❡s ❞❛♥s ❧❛ ✜❧❡ ❡st ✉♥❡
❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥t✐♥✉✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ❛✈♦✐r ✉♥ ré❣✐♠❡ st❛t✐♦♥♥❛✐r❡✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉❡
λ/µ < 1✳ ❊♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥ q✉❡ ❧❛ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ♣✉✐ss❡ êtr❡ ♠♦❞é❧✐sé❡
♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ▼❛r❦♦✈✱ ❡t ❧❡✉r ét✉❞❡ ♣❡✉t ❞❡✈❡♥✐r ❡①trê♠❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡✳

▲❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t ♥♦♠❜r❡✉s❡s ✿ ❞✐♠❡♥s✐♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡s ❝❛✐ss❡s ❞❡ s✉♣❡r♠❛r❝❤é✱ ❞❡s s❡r✈✐❝❡s
❤♦s♣✐t❛❧✐❡rs✱ ❞❡s st❛♥❞❛r❞ té❧é♣❤♦♥✐q✉❡s✱ s❡r✈❡✉rs ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡s✱ ❡t❝✳

✶✹✳✷✳✸✳ ❚❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉①✳ ✖ ▲❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ s❡❝♦♥❞❡ ❣✉❡rr❡ ♠♦♥❞✐❛❧❡✳

❉❛♥s ❝❡ ❝♦✉rs✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① 2 ❢♦✐s ✿ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ❧❛ ❞✉❛❧✐té ❢♦rt❡
♥♦✉s ❛ ♣❡r♠✐s ❞❡ ❞é♠♦♥tr❡r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ✈♦♥ ◆❡✉♠❛♥♥ ✭❚❤é♦rè♠❡ ✹✳✺✳✶ ❀ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡
✻✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ ❧❡s ♠❛r✐❛❣❡s st❛❜❧❡s ✭t❤é♦rè♠❡ ❞❡ ●❛❧❡✲❙❤❛♣❧❡②✮✱ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥♥❡♥t ❛✉ ❝❤❛♠♣
❞❡s ❥❡✉① ❝♦♦♣ér❛t✐❢s ♦ù ❧✬♦♥ s✬✐♥tér❡ss❡ à ❧❛ st❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦❛❧✐t✐♦♥s✳

■❧ ② ❛ ♣❛r❢♦✐s ❞❡s ✐♥tér❛❝t✐♦♥s ❢♦rt❡s ❡♥tr❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡s ❥❡✉① ❡t ❧❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿

✶✳ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ♦♣t✐♠✐s❡r ♠❛✐s ✏♣❛rt❛❣❡r éq✉✐t❛❜❧❡♠❡♥t✑ ✿ ❧❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❛❝❛❞é♠✐q✉❡s s♦♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♠❛r✐❛❣❡s st❛❜❧❡s✱ ❝❛❦❡ ❝✉tt✐♥❣✱ ♥❡❝❦❧❛❝❡ s♣❧✐tt✐♥❣✳
❉❛♥s ❝❡s ❞❡✉① ❞❡r♥✐❡rs ♣r♦❜❧è♠❡s✱ ♦♥ ✈❡✉t ♣❛rt❛❣❡r ✉♥ ♦❜❥❡t ✭✉♥ ❣ât❡❛✉ ♦✉ ✉♥ ❝♦❧❧✐❡r✮ ❡t
❧✬♦♥ ✈❡✉t q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣❡rs♦♥♥❡s ♣❡rç♦✐✈❡♥t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❝♦♠♠❡ éq✉✐t❛❜❧❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❡❧❧❡s
♥✬♦♥t ♣❛s ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳

✷✳ ❧♦rsq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ rés✉❧t❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ✏ré♣♦♥s❡✑ é❝♦♥♦♠✐q✉❡✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧♦rsq✉✬♦♥ ✈❡✉t ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✉♥ rés❡❛✉ r♦✉t✐❡r✱ ♦♥ ❡st ♦❜❧✐❣é ❞❡ s❡ ❞❡♠❛♥❞❡r ♣❛r
♦ù ✈❛ s✬é❝♦✉❧❡r ❧❡ ✢♦t ❞❡s ✉s❛❣❡rs✳ ▼❛✐s ❧❡ ✢♦t ❡st ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❡rs♦♥♥❡
❞é❝✐❞❡ ❞❡ ❢❛✐r❡✱ ❞✬✉♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡✳ ■❧ ❢❛✉t ❞♦♥❝ é✈❛❧✉❡r ❡t ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s
éq✉✐❧✐❜r❡s ❞❡ ◆❛s❤ s❡❧♦♥ ❧❡s ❝❤♦✐① q✉✐ s♦♥t ❢❛✐ts✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❜✐♥✐✈❡❛✉✳

❉❛♥s ❝❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ✐❧ ❢❛✉t s♦✉❧✐❣♥❡r q✉❡ ❧❡s ❝❤♦s❡s s♦♥t ❞✐✣❝✐❧❡s✱ ❡t ♣❡✉ ✐♥t✉✐t✐✈❡s ❝♦♠♠❡ ❡♥
té♠♦✐❣♥❡ ❧❡ ❝é❧è❜r❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❇r❛❡ss✳

❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❯♥ ✢♦t ❞❡ ✈❛❧❡✉r 1 ✈❡✉t ❛❧❧❡r ❞❡ s à t✳ ❈❤❛q✉❡ é❧é✲
♠❡♥t ✐♥✜♥✐tés✐♠❛❧ ❞✉ ✢♦t ❝❤♦✐s✐t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♠♦✐♥s ❝♦ût❡✉①✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞✬✉♥❡ ❛✉t♦r♦✉t❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉
❞étér✐♦r❡ t♦✉t✳

❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠❡ttr❡ é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡s ❥❡✉①✱ ❧❛ ♣r♦❜❧é♠❛t✐q✉❡ ❞❡ ❨✐❡❧❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ❧❡s tr❛♥s♣♦rts ❡t ❧✬❤ôt❡❧❧❡r✐❡✱ ❡t
❞❡s ❡♥❝❤èr❡s✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ tr❛✐té❡ ♣❛r ❧❡ ❨✐❡❧❞ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ s✉✐✈✐❡ ♣❛r ❧❡
t❛r✐❢ ❞✬✉♥❡ ♣r❡st❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞❛t❡ ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ❛❝❤❡té❡ ✿ ♦♥ ♣❡✉t ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❜é♥é✜❝❡
❡♥ s✉✐✈❛♥t ✉♥❡ tr❛❥❡❝t♦✐r❡ t❡♥❛♥t ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬✉t✐❧✐té ❞❡s ❝❧✐❡♥ts ♣♦t❡♥t✐❡❧s✳
❉❛♥s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬❡♥❝❤èr❡s✱ ✉t✐❧✐sé❡s ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r ❧❡s ♣r❡st❛t❛✐r❡s ❧♦❣✐st✐q✉❡s✱ ♦♥ s❡

✶✺✺
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c(x) = x
c(x) = 1

c(x) = 1 c(x) = x

c(x) = 0

❋✐❣✳ ✷✳ ❯♥ rés❡❛✉ s✐♠♣❧❡ ♦ù ❛♣♣❛r❛ît ❧❡ ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❡ ❇r❛❡ss

❞❡♠❛♥❞❡ q✉❡❧❧❡s rè❣❧❡s ♠❡ttr❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ♠❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ♣r✐① ❛✉q✉❡❧ ❡st ✈❡♥❞✉ ✐♥ ✜♥❡ ❧❛
♣r❡st❛t✐♦♥✳

✶✺✻



❊▲➱▼❊◆❚❙ ❉❊ ❈❖❘❘❊❈❚■❖◆

❊①❡r❝✐❝❡ ✷✳✻✳✸✳ ✖ ❖♥ s✉♣♣♦s❡ ❞♦♥❝ ❞♦♥♥é ❧❡ rés❡❛✉ G = (V, E) ❞❡ r♦✉t❡s✱ ❡t ♦ù V ♠♦❞é❧✐s❡
❧❡s ❥♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ♣♦rt✐♦♥s ❞❡ r♦✉t❡s✳ ▲❡s ♣♦✐♥ts à ✈✐s✐t❡r ♣❛r ❧❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✭❞♦♥t s♦♥
♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ✐❞❡♥t✐✜é ❛✈❡❝ s♦♥ ♣♦✐♥t ❞✬❛rr✐✈é❡✮ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ V ⊆ V✳

❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❛❧♦rs G = (V,E) ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t s✉r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts V ✳ ❖♥ ♠✉♥✐t
❝❤❛q✉❡ ❛rêt❡ e = uv ❞✬✉♥ ♣♦✐❞s w(e) é❣❛❧ à ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❞❛♥s G r❡❧✐❛♥t u à
v✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❡st ❛❧♦rs ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s ❞❛♥s G✳

❊♥ ❡✛❡t✱ ♣r❡♥♦♥s ✉♥❡ t♦✉r♥é❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s G✳ ❊❧❧❡ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♦r❞r❡ ❞❡ ✈✐s✐t❡ ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡
V ♣✉✐s ✉♥ r❡t♦✉r ❛✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❈❡❧❛ ✐♥❞✉✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ t♦✉r♥é❡
❡st ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❧❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ❝❤♦✐s✐t t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts
✈✐s✐t❡s s✉❝❝❡ss✐✈❡s ❞❡✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ V ✳ ▲❡ ❝♦ût ❞❡ ❧❛ t♦✉r♥é❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞♦♥❝ é❣❛❧❡ ❛✉ ❝♦ût ❞✉
❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ q✉✬❡❧❧❡ ✐♥❞✉✐t s✉r G✳

■❧ r❡st❡ à ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ G ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ t♦✉r♥é❡ ❞❡ ♠ê♠❡ ❝♦ût s✉r
G✱ ♠❛✐s ❝✬❡st é✈✐❞❡♥t ✿ ❧❡ ✈♦②❛❣❡✉r ❞❡ ❝♦♠♠❡r❝❡ ✈✐s✐t❡ s✉r G ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡ V ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞✉
❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✱ ❡t ♣r❡♥❞s à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt ❝❤❡♠✐♥✳

❚r♦✉✈❡r ✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐♥❡ ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s ❞❛♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡
NP ✲❞✐✣❝✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❞✐s♣♦s❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ A rés♦❧✈❛♥t ❝❡
♣r♦❜❧è♠❡✳ Pr❡♥♦♥s ❛❧♦rs ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G q✉❡❧❝♦♥q✉❡ à n s♦♠♠❡ts✱ ❡t ❛❥♦✉t♦♥s t♦✉t❡ ❛rêt❡ ♥♦♥
♣rés❡♥t❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦✐❞s é❣❛❧ à 2✳ ❙✉r ❧❡s ❛rêt❡s ♣rés❡♥t❡s✱ ♦♥ ♠❡t ✉♥ ♣♦✐❞s é❣❛❧ à 1✳ ❖♥ ♦❜t✐❡♥t ❞♦♥❝
✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❝♦♠♣❧❡t ❡t ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ❧✉✐ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ A✳ ❙✐ ❧❡ ♣♦✐❞s ♠✐♥✐♠❛❧ ❞✬✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥
❡st n✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥ ❞❛♥s G✳ ❙✐ ❝❡ ♣♦✐❞s ❡st > n✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳
A s❡r❛✐t ❞♦♥❝ ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞✬✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞é❝✐❞❛♥t s✐ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ♣♦ssè❞❡ ♦✉ ♥♦♥
✉♥ ❝②❝❧❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥✳ ❖r ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✷✳✻✳✼✳ ✖ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts V s♦♥t ❧❡s ❢♦r♠❛t✐♦♥s✱
❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✉♥❡ ❛rêt❡ r❡❧✐❡ ❞❡✉① ❢♦r♠❛t✐♦♥s s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♠♣❧♦②é ❞❡✈❛♥t s✉✐✈r❡ ❝❡s ❞❡✉①
❢♦r♠❛t✐♦♥s✳ ❊♥✜♥✱ ❧❡s ❝♦✉❧❡✉rs s♦♥t ❧❡s ❥♦✉rs✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ t♦✉t ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❉❘❍ ✐♥❞✉✐t ✉♥❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ♣r♦♣r❡ ❞✉ ❣r❛♣❤❡✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs ❡st
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥♦✉rs ❞❡ ❧❛ s❡ss✐♦♥✳ ❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ t♦✉t❡ ❝♦❧♦r❛t✐♦♥ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ♣❧❛♥♥✐♥❣ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❉❘❍✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❥♦✉rs é❣❛❧ ❛✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉rs✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✸✳✹✳✺✳ ✖ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ rés♦✉t ♣❛r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✳ ▲❡s ét❛ts s♦♥t
❧❡s â❣❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡♥ ❞é❜✉t ❞✬❛♥♥é❡✳ ▲❡s ♣ér✐♦❞❡s s♦♥t ❧❡s ❛♥♥é❡s✳ ❖♥ s✬✐♥tér❡ss❡



❛✉① q✉❛♥t✐tés

π(t, k) = ♣r♦✜t ♠❛①✐♠❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡♥ t❡r♠✐♥❛♥t ❧❛ tè♠❡ ❛♥♥é❡ ❡♥ ♣♦ssé❞❛♥t ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞✬â❣❡ k✳

❖♥ s♦✉❤❛✐t❡ tr♦✉✈❡r maxk∈{1,2,3}(π(5, k) + pk)✳
π(t, k) s❛t✐s❢❛✐t ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿

π(1, k) =

{

0 ♣♦✉r t♦✉t k ∈ {2, 3}
b0 − c0 ♣♦✉r k = 0✳

π(t + 1, k + 1) = π(t, k) + bk − ck s✐ k ∈ {1, 2}

π(t + 1, 1) = max
k∈{1,2,3}

(π(t, k) + pk−1 − 100000 + b0 − c0) s✐ t ∈ {1, 2, 3, 4}

❖♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs r❡♠♣❧✐r ❧❡ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ π

t 1 2 3 4 5

k

1 70000 90000 110000 90000 150000

2 0 116000 136000 156000 136000

3 0 0 124000 144000 164000

▲❡ ♣r♦✜t ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡ ❡st ❞♦♥❝ max(150000 + 50000, 136000 + 24000, 164000 +

10000) = 200000✳ ❯♥❡ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❣❛r❞❡r ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡✉① ❛♥s✱ ♣✉✐s ❧❛ ✈❡♥❞r❡
❡t ❡♥ r❛❝❤❡t❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡✱ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❢♦✐s ♣♦✉r ❞❡✉① ❛♥s✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✸✳✹✳✶✶✳ ✖ ✶✳ ❖♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ♦r✐❡♥té D ❞♦♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s♦♠♠❡ts V

❡st ❧❛ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s C ✭♦♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ❛❧♦rs V ❡t C✮ ❡t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ ✉♥ ❛r❝ (I, J)

s✐ ❧✬❡①tré♠✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞❡ I ❡st str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à ❧✬❡①tré♠✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❞❡ J ✳ ❈✬❡st ✉♥
❣r❛♣❤❡ ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡✱ ❡t ❧❡s s♦♠♠❡ts ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t ♣ré❝✐s❡♠❡♥t ❧❡s s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡s
❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts✳ ❊♥ ♠❡tt❛♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦✐❞s s✉r t♦✉t ❛r❝ (I, J) ❧❛ q✉❛♥t✐té w(I)✱
❡t ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ✉♥ ❞❡r♥✐❡r s♦♠♠❡t X ❡t t♦✉s ❧❡s ❛r❝s (I, X) ❛✈❡❝ I ∈ C q✉❡ ❧✬♦♥ ♣♦♥❞èr❡ ❛✈❡❝
w(I)✱ ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞❡ C ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐s❥♦✐♥ts ❞❡ ♣♦✐❞s ♠❛①✐♠❛❧ r❡✈✐❡♥t
à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ♣❧✉s ❧♦♥❣ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ D ♣♦✉r ❧❛ ♣♦♥❞ér❛t✐♦♥ w✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ✭❧❡ ❣r❛♣❤❡ ét❛♥t ❛❝✐r❝✉✐t✐q✉❡✮✳ P♦✉r s❡ r❛♠❡♥❡r t♦t❛❧❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s
❞✉ ❝♦✉rs✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉t❡r ✉♥ s♦♠♠❡t Y ❡t t♦✉s ❧❡s ❛r❝s (Y, I) ❛✈❡❝ I ∈ C q✉❡ ❧✬♦♥
♣♦♥❞èr❡ ❛✈❡❝ 0✱ ❡t ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ Y à X ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦✐❞s✳

✷✳ ❯♥❡ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ s❡ ♠♦❞é❧✐s❡ ♣❛r ✉♥ ✐♥t❡r✈❛❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ré❡❧❧❡ ❞♦♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés
s♦♥t ❧❡s ❞❡❜✉t ❡t ✜♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛t✐♦♥✱ ♣♦♥❞éré ♣❛r ❧❛ ❣❛✐♥ q✉✐ s❡r❛✐t ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❝❡tt❡
❞❡♠❛♥❞❡✳ ▼❛①✐♠✐s❡r ❧❡ ❣❛✐♥ r❡✈✐❡♥t ❛❧♦rs à ❝❤❡r❝❤❡r ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬✐♥t❡r✈❛❧❧❡s ❞✐s❥♦✐♥ts ✭❧❡s
❧♦❝❛t✐♦♥s ♥❡ ♣♦✉✈❛♥t s❡ r❡❝♦✉✈r✐r✮ ❞❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦✐❞s✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✺✳✸✳✶✵✳ ✖ ✶✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡ D = (V,A) ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ❜❧♦❝s ❡t
♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ❛ ✉♥ ❛r❝ (u, v) s✐ v ∈ Yu✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s st❛t✐q✉❡ ❡st ✉♥ ❢❡r♠é ❞❡ ❝❡ ❣r❛♣❤❡
❡t ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t t♦✉t ❢❡r♠é ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❡st ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❝❛s st❛t✐q✉❡✳

✷✳ ❙✐ ♦♥ ♠❡t ua := +∞ ♣♦✉r t♦✉t a ∈ A✱ ♦♥ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été r❡❝❤❡r❝❤é❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s♦✐t X ⊆ V

t❡❧ q✉❡ δ+
D̃

(X ∪ {s}) s♦✐t ✉♥❡ s✲t ❝♦✉♣❡ ❞❡ D̃ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ❆✉❝✉♥❡ ❛rêt❡ ❞❡ A ♥❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❝♦✉♣❡✱ s✐♥♦♥ s❛ ❝❛♣❛❝✐té s❡r❛✐t = +∞✳ ❉♦♥❝✱ s✐ u ∈ X✱ t♦✉t s✉❝❝❡ss❡✉r ❞❡ u ❡st
❡♥❝♦r❡ ❞❛♥s X✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ✏❢❡r♠é✑✳

✶✺✽



N

S

O E

❋✐❣✳ ✸✳ ❯♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳

✸✳ ❖♥ ♥♦t❡ X̄ := V \ X✳ ❈♦♠♠❡ X ❡st ❢❡r♠é✱ ❧❡s s❡✉❧s ❛r❝s q✉✐ ✈♦♥t ❥♦✉❡r ✉♥ rô❧❡ ❞❛♥s ❧❛
❝♦✉♣❡ s♦♥t ❧❡s ❛r❝s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (s, v) ❛✈❡❝ v ∈ X̄ ❡t ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (v, t) ❛✈❡❝ v ∈ X✳ ❖♥ ❛
❞♦♥❝

∑

a∈δ+

D̃
(X∪{s})

ua =
∑

v∈X̄∩V +

cv −
∑

v∈X∩V −

cv =
∑

v∈V +

cv −
∑

v∈X

cv.

✹✳ P♦s♦♥s C :=
∑

v∈V + cv✳
❙♦✐t X ✉♥ ❢❡r♠é ❞❡ D ❞❡ ✈❛❧❡✉r ♠❛①✐♠❛❧❡ η✳ ❉✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ❛ été ♠♦♥tré ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ❛ ❛❧♦rs

✉♥❡ s✲t ❝♦✉♣❡ ❞❡ D̃ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té C − η✳
❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ♣r❡♥♦♥s ✉♥❡ s✲t ❝♦✉♣❡ ❞❡ D̃ ❞❡ ❝❛♣❛❝✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ κ✳ ❉✬❛♣rès ❝❡ q✉✐ ❛ été

♠♦♥tré✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ X ✐♥❞✉✐t s✉r D ❡st ❛❧♦rs ❢❡r♠é ❡t ❞❡ ✈❛❧❡✉r C − κ✳
❖♥ ❛ ❞♦♥❝ ✿ C − κ = η✱ ❡t ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✉r D̃ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥

❢❡r♠é ♠❛①✐♠✉♠ s✉r D✳ ❈♦♠♠❡ ❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱ ♦♥
s❛✐t rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ ❡✣❝❛❝❡✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✻✳✻✳✸✳ ✖ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡✱ ❝❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❡st 4✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r s♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✐té✱
✐❧ s✉✣t ❞❡ tr♦✉✈❡r 4 ❧✐❣♥❡s ♦✉ ❝♦❧♦♥♥❡s q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts✳ ◆♦t♦♥s ν ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té
♠❛①✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ P ❞❡ ♣♦✐♥ts t❡❧s q✉❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❡ P ♥❡ s♦✐❡♥t ❥❛♠❛✐s
❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❧✐❣♥❡ ♦✉ ❝♦❧♦♥♥❡✱ ❡t ♥♦t♦♥s τ ❧❛ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ R ❞❡ ❧✐❣♥❡s ♦✉
❝♦❧♦♥♥❡s ❝♦♥t❡♥❛♥t t♦✉s ❧❡s ♣♦✐♥ts✳ ❖♥ ❛ ❢♦r❝é♠❡♥t ν ≤ τ ♣✉✐sq✉❡ ❝❤❛q✉❡ é❧é♠❡♥t ❞❡ R ❝♦♥t✐❡♥t
❛✉ ♣❧✉s ✉♥ é❧é♠❡♥t ❞❡ P ✳

❈❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s P ❡t R ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té 4 s♦♥t ✐♥❞✐q✉és s✉r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ✸✳

▲❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ❡st ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡ ♠♦❞é❧✐s❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♣❤❡
❜✐♣❛rt✐ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t ❧❡s ❧✐❣♥❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡t ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥❡ ❛rêt❡ r❡❧✐❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ l ❡t
❧❛ ❝♦❧♦♥♥❡ c s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♣♦✐♥t ♥♦✐r à ❧❡✉r ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts t❡❧s q✉❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥ts
q✉❡❧❝♦♥q✉❡s ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ s♦✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs s✉r ❞❡s ❧✐❣♥❡s ❡t ❞❡s ❝♦❧♦♥♥❡s ❞✐st✐♥❝t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❛♥s ❝❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❖♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❞❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐té ♠❛①✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❝❡
❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t s❡ ❢❛✐r❡ ❡♥ O(

√
nm) ♦ù n ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦♠♠❡ts ✭✐❝✐ ❧❡ ❞❡♠✐✲

♣ér✐♠ètr❡ ❞✉ r❡❝t❛♥❣❧❡✮✱ ❡t m ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛rêt❡s ✭✐❝✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦✐♥ts ♥♦✐rs✮✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✼✳✹✳✶✳ ✖

✶✺✾



●❡st✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ st♦❝❦✱ ❝❛s à 1 s❡✉❧ ❜✐❡♥✳ ✖ ✶✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ✿ ❝❡ q✉✐ r❡st❡
❞❛♥s ❧❡ st♦❝❦ s✉r ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉✐ ét❛✐t ❞é❥à ❞❛♥s ❧❡ st♦❝❦ à ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ t− 1✱ ♣❧✉s ❝❡ q✉✐
❛ été ♣r♦❞✉✐t✱ ♠♦✐♥s ❝❡ q✉✐ ❡st ♣❛rt✐ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡✳

✷✳ ❆✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ st♦❝❦✱ ✐❧ ❢❛✉t ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❝❛♣❛✲
❝✐té xt ≤ Pt ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ♣♦s✐t✐✈✐té✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ❝♦ût t♦t❛❧
∑T

t=1 ptxt +
∑T−1

t=1 styt✳ ❖♥ s✬❛rrêt❡ à T − 1 ♣♦✉r ❧❡ st♦❝❦ ❝❛r ❝♦♠♠❡ ♦♥ s♦✉❤❛✐t❡ ♠✐♥✐♠✐s❡r ❡t
q✉❡ ❧❡s ❝♦ût ❞❡ st♦❝❦❛❣❡ s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ♦♥ ❛✉r❛ t♦✉❥♦✉rs yT = 0✳

▲❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ s✬é❝r✐t ❞♦♥❝

min
∑T

t=1 ptxt +
∑T−1

t=1 styt

s✳❝✳ xt − yt + yt−1 = dt ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T

xt ≤ Pt ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T

xt ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T

yt ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T − 1✳

✸✳ ▲❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠❛❧ ❡st ✸✼✳ ▲❡ ✈❡❝t❡✉r ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❡st x = (8, 1, 3, 1) ♦✉ x = (9, 0, 4, 0)✱ ♦✉
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❝♦♥✈❡①❡ ❞❡s ❞❡✉①✳

✹✳ ❊♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ♣✉✐ts ❡t ❞❡s s♦✉r❝❡s ♣r♦♣♦sé❡s ♣❛r ❧✬é♥♦♥❝é✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛✉tr❡s s♦♠♠❡ts✳ ■❧
② ❛ ❞❡✉① t②♣❡s ❞✬❛r❝s ✿

✕ ❧❡s ❛r❝s (v, wt)✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té s✉♣ér✐❡✉r❡ = Pt✱ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ = 0 ❡t ✉♥ ❝♦ût
= pt ❡t

✕ ❧❡s ❛r❝s (wt−1, wt) ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ = +∞✱ ✉♥❡ ❝❛♣❛❝✐té ✐♥❢ér✐❡✉r❡ = 0 ❡t ✉♥ ❝♦ût = st−1✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✉ b✲✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ✷✳

❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❧♦✐ ❞❡ ❑✐r❝❤♦✛✳

✺✳ ▲❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦ût ♠✐♥ s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡✳
■❧s ♣♦ssè❞❡♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞é❞✐és q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❧✉s r❛♣✐❞❡s q✉❡ ❧❡s s♦❧✈❡✉rs ❣é♥ér❛✉① ❞❡
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭♠ét❤♦❞❡ ❞❡s ❝②❝❧❡s ❞❡ ❝♦ût ♠♦②❡♥ ♠✐♥✐♠✉♠✱ ✈✉ ❡♥ ❝♦✉rs ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳

●❡st✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞❡ st♦❝❦✱ ❝❛s à ♣❧✉s✐❡✉rs ❜✐❡♥s✳ ✖ ✻✳ ❖♥ ❛ ykt = yk(t−1) + xkt − dkt ♣♦✉r
t♦✉t k, t✳

✼✳ ❈✬❡st
∑K

k=1 zkt ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t t✳

✽✳ ❈✬❡st xkt ≤ Pktzkt ♣♦✉r t♦✉t k, t✳

✾✳ ❊♥ r❡♣r❡♥❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞é❥à ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❡♥ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ ❡t ❝❡tt❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡✱
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à rés♦✉❞r❡ s✬é❝r✐t

min
∑K

k=1

∑T
t=1 pktxkt +

∑K
k=1

∑T−1
t=1 sktykt

s✳❝✳ xkt − ykt + yk(t−1) = dkt ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T ✱ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K

xkt ≤ Pktzkt ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T ✱ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K
∑K

k=1 zkt ≤ 1 ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T

zkt ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T ✱ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K

xkt ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T ✱ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K

ykt ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T − 1✱ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K✳

✶✵✳ ❘❡❧â❝❤♦♥s ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
∑K

k=1 zkt ≤ 1 ❡t xkt ≤ Pktzkt✳ ❖♥ ♣♦s❡ λ ∈ RT
+ ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r

❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛ss♦❝✐é ❛✉① ♣r❡♠✐èr❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❡t µ ∈ RTK
+ ❝❡❧✉✐ ❛ss♦❝✐é ❛✉① s❡❝♦♥❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ✉s✉❡❧❧❡s ♦♥ ❛

✶✻✵



G(λ,µ) = −∑T
t=1 λt + min

(

∑K
k=1

∑T
t=1 pktxkt +

∑K
k=1

∑T−1
t=1 sktykt +

∑K
k=1

∑T
t=1(λt − µktPkt)zkt

)

s✳❝✳ xkt − ykt + yk(t−1) = dkt ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T ✱ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K

zkt ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T ✱ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K

xkt ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T ✱ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K

ykt ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T − 1✱ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K✱

q✉✐ ♣❡✉t s❡ réé❝r✐r❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❜✐❡♥s ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ❝♦✉♣❧és

G(λ, µ) = −∑T
t=1 λt +

∑K
k=1 min

(

∑T
t=1 pktxkt +

∑T−1
t=1 sktykt +

∑T
t=1(λt − µktPkt)zkt

)

s✳❝✳ xkt − ykt + yk(t−1) = dkt ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T ✱ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K

zkt ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T ✱ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K

xkt ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T ✱ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . ,K

ykt ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T − 1✱ ♣♦✉r t♦✉t k = 1, . . . , ✳

❖♥ ✈❡✉t ❞♦♥❝ rés♦✉❞r❡✱ ❡♥ ♦✉❜❧✐❛♥t ❧✬✐♥❞✐❝❡ k✱

min
(

∑T
t=1 ptxt +

∑T−1
t=1 styt +

∑T
t=1(λt − µtPt)zt

)

s✳❝✳ xt − yt + yt−1 = dt ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T

zt ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T

xt ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T

yt ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T − 1✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉✬à ❧✬♦♣t✐♠✉♠ ♦♥ ♣❡✉t ❝❤♦✐s✐r zt = 0 s✐ λt−µtPt ≥ 0 ❡t zt = 1 s✐ λt−µtPt < 0✳
❖♥ ✈❡✉t rés♦✉❞r❡ ✜♥❛❧❡♠❡♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ zt ♣❡✉t êtr❡ ✜①é❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠❡♥t ❞❡ x ❡t

y ✿

min
(

∑T
t=1 ptxt +

∑T−1
t=1 styt

)

s✳❝✳ xt − yt + yt−1 = dt ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T

xt ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T

yt ≥ 0 ♣♦✉r t♦✉t t = 1, . . . , T − 1✳

q✉✐ ❡st ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡✱ s❛♥s ❧❡s ❝❛♣❛❝✐tés ❞❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✳ ❈✬❡st
❜✐❡♥ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ b✲✢♦t✳

❖♥ s❛✐t ❞♦♥❝ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t tr♦✉✈❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ♦♣t✐♠❛❧❡s x∗✱ y∗ ❡t z∗ q✉✐ rés♦❧✈❡♥t G(λ, µ)✳
❖♥ s❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s s✉r✲❣r❛❞✐❡♥ts ❞❡ G ✭❞✬❛♣rès ❧❡ ❝♦✉rs✮✳ ❖♥ s❛✐t ❞♦♥❝ ♠❛①✐♠✐s❡r G ❡t ❞♦♥❝
tr♦✉✈❡r ❞❡ ❜♦♥♥❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡s à ♥♦tr❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt✳ ❚♦✉t ❡st ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉r ✉♥
❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲❜♦✉♥❞✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✼✳✹✳✷✳ ✖ ✶✳

min
∑n

i=1

∑T
τ=1 ci,τ (xi,τ − xi,τ−1)

s✳❝✳ xi,τ−1 ≤ xi,τ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , n} ❡t t♦✉t τ ∈ {1, . . . , T} ✭✐✮
xi,τ ≤ xj,τ ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , n}✱ ♣♦✉r t♦✉t j ∈ Yi ❡t t♦✉t τ ∈ {1, . . . ✭✐✐✮

∑n
i=1 mi (xi,τ − xi,τ−1) ≤ Mτ ♣♦✉r t♦✉t τ ∈ {1, . . . , T} ✭✐✐✐✮

xi,τ ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , n} ❡t t♦✉t τ ∈ {0, 1, . . . , T} ✭✐✈✮
xi,0 = 0 ♣♦✉r t♦✉t i ∈ {1, . . . , n} ✭✈✮

xi,τ −xi,τ−1 ✈❛✉t 1 s✐ ❧❡ ❜❧♦❝ i ❡st ❡①tr❛✐t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ τ ❡t 0 s✐♥♦♥✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢
❡st ❞♦♥❝ ❜✐❡♥ ❝❡❧❧❡ ❛tt❡♥❞✉❡✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✐✮ ✐♠♣♦s❡♥t q✉❡ ♣♦✉r i ✜①é✱ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❞❡s xi,τ ❡st
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ 0, 0, . . . , 0, 1, 1, . . . , 1✱ ❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✐✐✮ ✐♠♣♦s❡♥t q✉❡ s✐ ✉♥ ❜❧♦❝ i

❡st ❡①tr❛✐t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ τ ♦✉ ❛✈❛♥t✱ ❛❧♦rs t♦✉t ❜❧♦❝ ❞❡ Yi ❡st ❡①tr❛✐t ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ τ

✶✻✶



♦✉ ❛✈❛♥t✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ Yi✳ ▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✭✐✐✐✮ ✐♠♣♦s❡♥t q✉❡ ❧❛ ♠❛ss❡ t♦t❛❧❡
❡①tr❛✐t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ τ s♦✐t ✐♥❢ér✐❡✉r❡ à Mτ ✱ ❝♦♠♠❡ ❛tt❡♥❞✉✳

✷✳
∑τ∗

τ ′=1 Mτ ′ ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✐ ❛ ♣✉ êtr❡ ❡①tr❛✐t❡ s✉r ❧❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ 1 à τ∗✳ ❙✐ ❧❛ ♠❛ss❡
❞❡ Yi∗ ❡t ❞✉ ❜❧♦❝ i∗ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡ ❜❧♦❝ i∗ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❡①tr❛✐t ❛✉ ❝♦✉rs
❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ τ∗ ♦✉ ❛✈❛♥t✳

✸✳
∑τ∗

τ ′=1 Mτ ′ ❡st ❧❛ ♠❛ss❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ q✉✐ ❛ ♣✉ êtr❡ ❡①tr❛✐t❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s ❞❡ 1 à τ∗✳ ❙✐
❧❛ ♠❛ss❡ ❞❡ Yi∗ ∪ Yj∗ ❡t ❞❡s ❜❧♦❝s i∗ ❡t j∗ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡✱ ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡s ❜❧♦❝s i∗ ❡t j∗

♥❡ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡①tr❛✐ts t♦✉s ❞❡✉① ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧✬❛♥♥é❡ τ∗ ♦✉ ❛✈❛♥t✳

✹✳ ▲❛ s✉♣♣r❡ss✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥❞✐❝é❡s ♣❛r ❞❡s ❜♦♥♥❡s ♣❛✐r❡s ré❞✉✐t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉
♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡❧❛ ré❞✉✐t ❢♦r❝é♠❡♥t s❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ▲✬❛❥♦✉t ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ✐♥❞✉✐t❡s ♣❛r
❞❡s ❜♦♥s tr✐♣❧❡ts ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡♥t✐èr❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ♠❛✐s ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛
✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ r❡❧❛①❛t✐♦♥ ❝♦♥t✐♥✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ❛♠é❧✐♦r❡ ❧❛ q✉❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ❜♦r♥❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡ ❜r❛♥❝❤✲❛♥❞✲
❜♦✉♥❞ ✕ ♦♥ ❡st ❞❛♥s ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ♠❛①✐♠✐s❛t✐♦♥ ✕ ❡t ❞♦♥❝ ré❞✉✐t ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❜r❛♥❝❤❡♠❡♥ts✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✽✳✷✳✻✳ ✖ ◗✉❡st✐♦♥ ✷✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❛✐t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ S ❡t ♥♦t♦♥s p

❡t g r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡t ❧❡ ♣❧✉s ❣r♦s ♦❜❥❡ts q✉✐ s♦✐❡♥t ♣❧❛❝és✳ ❙✬✐❧s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠✐s
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡♥❡✉r✱ ♥♦t♦♥s p′ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡st ❛✈❡❝ g ❡t g′ ❝❡❧✉✐ q✉✐ ❡st ❛✈❡❝ p✳ ❖♥ ❛ ap ≤ ap′

❡t ag′ ≤ ag✳ ❈♦♠♠❡ ap′ + ag ≤ 1✱ ♦♥ ❛ ap′ + ag′ ≤ 1 ❡t ap + ag ≤ 1✳ ■❧ ❡①✐st❡ ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ✉♥❡
s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡t ❧❡ ♣❧✉s ❣r♦s ♦❜❥❡ts ♣❧❛❝és s♦♥t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥
❝♦♥t❡♥❡✉r✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦♥tr❡r q✉✬❡♥ tr✐❛♥t ❧❡s ai ❡t ❡♥ ❝❤❡r❝❤❛♥t à ♠❡ttr❡ ❧❡ ♣❧✉s
♣❡t✐t ♦❜❥❡t ❝♦✉r❛♥t ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❧✉s ❣r❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ O(n log(n))✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✾✳✺✳✸✳ ✖ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ✉♥❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥✱ t♦✉t❡ ❡♥ s❛❝❤❛♥t q✉❡
♣❧✉s✐❡✉rs ❛✉tr❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s✳

✶✳ ◆♦t♦♥s xij ✭r❡s♣✳ yij✮ ❧❛ ♣❛rt ❞❡ ❧❛ ❞❡♠❛♥❞❡ ❞✉ ❝❧✐❡♥t j ❞❡ss❡r✈✐❡ ♣❛r ❧✬❡♥tr❡♣ôt ❢♦r✇❛r❞
✭r❡s♣✳ r❡✈❡rs❡✮ i✳ ◆♦t♦♥s ui ✭r❡s♣✳ vi✮ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❜✐♥❛✐r❡ ❝♦❞❛♥t ❧✬♦✉✈❡rt✉r❡ ❞✬✉♥ ❡♥tr❡♣ôt ❢♦r✇❛r❞
✭r❡s♣✳ r❡✈❡rs❡✮ i✳

❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡st ❛❧♦rs

min
∑

i∈I(fiui + rivi +
∑

j∈J cijhj(xij + αjyij))

s✳❝✳
∑

i∈I xij = hj j ∈ J
∑

i∈I yij = αjhj j ∈ J
∑

j∈J xij ≤ biui i ∈ I
∑

j∈J yij ≤ eivi i ∈ I

ui, vi ∈ {0, 1} i ∈ I, j ∈ J,

xij , yij ∈ R+ i ∈ I, j ∈ J.

❈❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡st ❞é❝♦♠♣♦s❛❜❧❡ ❡♥ ❞❡✉① s♦✉s✲♣r♦❜❧è♠❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ✿ ❧✬✉♥ ❛✈❡❝ ❧❡s
xij ❡t ui ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❛✈❡❝ ❧❡s yij ❡t vi✳

✷✳ ❊♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ zi q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ❢✉s✐♦♥♥❡r ❧❡s ❞❡✉① ❡♥tr❡♣ôts ❧♦rsq✉✬✐❧
s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① ♦✉✈❡rts ❡♥ i✱ ♦♥ ♣❡✉t ♠♦❞é❧✐s❡r ✉♥ ❣❛✐♥ à ❧❛ ♠✉t✉❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿

✶✻✷



min
∑

i∈I(fiui + rivi − sizi +
∑

j∈J cijhj(xij + αjyij))

s✳❝✳
∑

i∈I xij = hj j ∈ J
∑

i∈I yij = αjhj j ∈ J

zi ≤ ui i ∈ I

zi ≤ vi i ∈ I
∑

j∈J xij ≤ biui i ∈ I
∑

j∈J yij ≤ eivi i ∈ I

ui, vi ∈ {0, 1} i ∈ I, j ∈ J,

xij , yij ∈ R+ i ∈ I, j ∈ J.

❊♥ ❡✛❡t✱ s✐ ui ❡t vi s♦♥t t♦✉s ❞❡✉① é❣❛✉① à 1✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
♦❜❥❡❝t✐❢✱ zi s❡r❛ ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ♠✐s à 1✳ ❙✐♥♦♥✱ zi ✈❛✉t 0✱ ❝♦♠♠❡ s♦✉❤❛✐té✳

✸✳ ▼ê♠❡ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦✉rs ✿ ✉♥❡ ❢♦✐s ❧❡s ui ❡t vi ✜①és✱ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
✭zi, xij , yij✮ s♦♥t ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t ✜①é❡s✱ ♣✉✐sq✉✬♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢✳ ▲❡s
xij ❡t yij s♦♥t ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt s✉r ❧❡ ❣r❛♣❤❡ ❜✐♣❛rt✐ ❝♦♠♣❧❡t ❛✈❡❝ I

❡t J ❧❡s ❞❡✉① ❝❧❛ss❡s ❞❡ ❝♦✉❧❡✉r✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♠♣❛❝t❡ ❞❡ ❝♦❞❡r ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡♥t à ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❧❡s

❝♦✉♣❧❡s (u,v) ∈ {0, 1}2|I|✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉r ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ (u,v) s✬♦❜t✐❡♥t ❡♥ ♠❡tt❛♥t zi = 1 ❞ès q✉❡
ui = vi = 1 ❡t à rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt✳

❖♥ ❞✐t q✉❡ ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s (u,v) ❡t (u′,v′) s♦♥t ✈♦✐s✐♥❡s s✐
{

u = u′

♦♥ ♣❛ss❡ ❞❡ v à v′ ♣❛r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞r♦♣✱ ❛❞❞ ♦✉ s✇❛♣ ✕ ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ❝♦✉rs✱

♦✉
{

♦♥ ♣❛ss❡ ❞❡ u à u′ ♣❛r ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞r♦♣✱ ❛❞❞ ♦✉ s✇❛♣ ✕ ❞é✜♥✐❡s ❡♥ ❝♦✉rs✱
v = v′

❆✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ❞é✜♥✐♦♥ ❞❡ ✈♦✐s✐♥❛❣❡✱ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡①❡✱ ❝❡ q✉✐
❛ss✉r❡ q✉✬✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♣♦✉rr❛ ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥✳

❘❡♠❛rq✉❡ ✿ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❢❛✐r❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t s✉r u ❡t v✱ ♠❛✐s ❛❧♦rs ✐❧
❢❛✉t ❞é♠♦♥tr❡r✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♠é❞✐❛t✱ q✉❡ ❧✬❡s♣❛❝❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥❡①❡✳✳✳

✹✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ❝❤❛♥❣❡ r✐❡♥✱ ❝❛r ❧❡s hj , αjhj , bi, ei ét❛♥t ❡♥t✐❡r✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ tr❛♥s♣♦rt ❛ ❢♦r❝é♠❡♥t
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡♥t✐èr❡✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✾✳✺✳✹✳ ✖
✶✳ Pr❡♥♦♥s ✉♥ ❣r❛♣❤❡ G = (V,E) ❡t ❝♦♥str✉✐s♦♥s ❧✬✐♥st❛♥❝❡ s✉✐✈❛♥t❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❛♠❜✉✲

❧❛♥❝❡s ✿ S = C = V ✱ K ❛♠❜✉❧❛♥❝❡s✱ ❡t tu,v = ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬❛rêt❡s ❞❡ u à v✳ ■❧ ② ❛ ✉♥
❞♦♠✐♥❛♥t à ≤ K s♦♠♠❡ts ❞❛♥s G s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ ❧❡ t❡♠♣s ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s
❛♠❜✉❧❛♥❝❡s ❛ss♦❝✐é ❡st = 1✳ ❙✐ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❛♠❜✉❧❛♥❝❡s ❛❞♠❡tt❛✐t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧✱
♦♥ ♣♦✉rr❛✐t ❛❧♦rs s✬❡♥ s❡r✈✐r ♣♦✉r t❡st❡r ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❞❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❞❡ t❛✐❧❧❡
≤ K ❞❛♥s ❧❡ ❣r❛♣❤❡✳ ❈❡ q✉✐ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡ ét❛♥t ◆P✲❝♦♠♣❧❡t✳

✷✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❛♠❜✉❧❛♥❝❡s✳ ❖♥ ❝♦♥str✉✐t ❛❧♦rs ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✿ ys = 1 s✬✐❧ ② ❛ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❛♠❜✉❧❛♥❝❡
s✐t✉é❡ ❡♥ s ❡t ys = 0 s✐♥♦♥ ❀ xs,c = 1 s✐ ❧✬❛♠❜✉❧❛♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ c ❡st s✐t✉é❡ ❡♥ s✱ ❡t xs,c = 0

s✐♥♦♥✳ ❙✐ ♣❧✉s✐❡✉rs s✐t❡s s♦♥t ❧❡s ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s✱ ♦♥ ❡♥ ❝❤♦✐s✐t ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ✉♥✳ ❊♥✜♥✱ ♦♥ ♣♦s❡
h = t❡♠♣s ♠❛①✐♠✉♠ ♣♦✉r q✉✬✉♥❡ ❝♦♠♠✉♥❡ s♦✐t ❛tt❡✐♥t❡ ♣❛r ✉♥❡ ❛♠❜✉❧❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st
✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ré❛❧✐s❛❜❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ❞❡ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ❞✉ ❝r✐tèr❡ à ♦♣t✐♠✐s❡r✳

✶✻✸



❘é❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ s♦✐t x,y, h ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❖♥ ♣♦s✐t✐♦♥♥❡ ✉♥❡
✭♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs✮ ❛♠❜✉❧❛♥❝❡ ❡♥ s s✐ ys = 1✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ à ♠✐♥✐♠✐s❡r h✱ h ❡st ❢♦r❝é♠❡♥t é❣❛❧
à maxc∈C mins∈S: xs,c=1 ts,c ❞✬❛♣rès ❧✬✐♥é❣❛❧✐té ✭✐✈✮✳ ❈♦♠❜✐♥é ❛✈❡❝ ✭✐✐✮✱ ❝❡❧❛ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ t♦✉t❡ ❧❡s
❝♦♠♠✉♥❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ r❛❧❧✐é❡s ❡♥ ✉♥ t❡♠♣s ♠❛①✐♠✉♠ h✳

▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦♥t ❞♦♥❝ ♠ê♠❡ ✈❛❧❡✉r ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡t ♦♥ ♣❡✉t ♣❛ss❡r
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ à ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳

✸✳ ❊♥ ♥♦t❛♥t λs ❧❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❝❛t❡✉r ❞❡ ▲❛❣r❛♥❣❡ ❛ss✐♦❝✐é à ❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ✭✐✐✮✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t

min h +
∑

s∈S

(−λs)|C|ys +
∑

s∈S

∑

c∈C

λsxs,c

s✳❝✳
∑

s∈S

ys ≤ K ✭✐✮

∑

s∈S

xs,c = 1 ♣♦✉r t♦✉t c ∈ C ✭✐✐✐✮

ts,cxs,c ≤ h ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S ❡t c ∈ C ✭✐✈✮

xs,c ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S ❡t c ∈ C ✭✈✮

ys ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S ✭✈✐✮

h ∈ R+ ✭✈✐✐✮

✹✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s y ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x ❡t h ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❞❛♥s
❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✳ ◗✉❡❧q✉❡ s♦✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ y✱ ♦♥
♣❡✉t ✜①❡r x ❡t h ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠❡♥t✳ ❖♥ ♦♣t✐♠✐s❡ ❞♦♥❝ ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦❣r❛♠♠❡s

min h +
∑

s∈S

∑

c∈C

λsxs,c

s✳❝✳
∑

s∈S

xs,c = 1 ♣♦✉r t♦✉t c ∈ C ✭✐✐✐✮

ts,cxs,c ≤ h ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S ❡t c ∈ C ✭✐✈✮

xs,c ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S ❡t c ∈ C ✭✈✮

h ∈ R+ ✭✈✐✐✮

❡t
min

∑

s∈S

(−λs)ys

s✳❝✳
∑

s∈S

ys ≤ K ✭✐✮

ys ∈ {0, 1} ♣♦✉r t♦✉t s ∈ S ✭✈✐✮

✐♥❞é♣❡♥❞❛♠❡♥t✳

✶✻✹



✺✳ ❖♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st s✐♠♣❧❡ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ tr✐❡r ❧❡s s ♣❛r ✈❛❧❡✉rs ❞❡ λs

❞é❝r♦✐ss❛♥t❡s ❀ ❡♥s✉✐t❡ ♦♥ ♠❡t ys = 1 ♣♦✉r ❧❡s K ♣r❡♠✐❡rs s✱ ❡t ys = 0 ♣♦✉r ❧❡s s✉✐✈❛♥ts✳
❈♦♠♣❧❡①✐té O(S log S)✳

❖♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ♣r❡sq✉❡ ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡✳ ◆♦t❡r q✉❡ ❧❡s λs s♦♥t ♣♦s✐t✐❢s✳ ❆
❧✬♦♣t✐♠✉♠✱ ✭✐✈✮ ❡st ✉♥❡ é❣❛❧✐té✳ ❖♥ ❡ss❛✐❡ s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❛♥s h t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ ts,c✱ ❡t ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡ ❝❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ♦♥ ❢❛✐t ❧❛ ❝❤♦s❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ c✱ ♦♥ ❝❤❡r❝❤❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ts,c ≤ h

❝❡❧✉✐ t❡❧ q✉❡ λs ❡st ❧❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t✱ ❡t ❝✬❡st ❝❡ ❝♦✉♣❧❡ (s, c) ♣♦✉r ❧❡q✉❡❧ xs,c = 1✳ P♦✉r ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
SC ✈❛❧❡✉rs ❞❡ h ❡ss❛②é❡s✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❀ ♦♥ ❣❛r❞❡ ❛❧♦rs ❧❛ ♣❧✉s
♣❡t✐t❡✳ ❈♦♠♣❧❡①✐té O(S2C2)✳

✻✳ ❆✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦✉rs✱ ♣♦✉r t♦✉t λ ∈ RS ✱ ♦♥ s❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r G(λ) ❡t s❡s s✉r❣r❛❞✐❡♥ts ❡♥
O(S2C2) ✭❞♦♥❝ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✮✱ ❡t ❞♦♥❝ ♦♣t✐♠✐s❡r ♣❛r ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ s✉r❣r❛❞✐❡♥t G(λ)✱ ❢♦✉r♥✐s✲
s❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s ❜♦r♥❡s ❛✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡s ❡♥t✐❡rs✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✵✳✹✳✸✳ ✖ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s q✉❡st✐♦♥s s♦♥t tr✐✈✐❛❧❡s✳ P♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡✱ ♥♦t♦♥s pj

❧❛ ❞✉ré❡ ❞❡ ❧❛ tâ❝❤❡ j✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s tâ❝❤❡s s♦♥t ♦r❞♦♥♥é❡s ❞❡
♠❛♥✐èr❡ à ❝❡ q✉❡

w1

p1
≥ w2

p2
≥ . . . ≥ wn

pn
.

Pr❡♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❡t s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ tâ❝❤❡ j ❡t
s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥❡ tâ❝❤❡ j′ t❡❧❧❡s q✉❡ wj

pj
≤ wj′

pj′
✳ ❊♥ ✐♥✈❡rs❛♥t ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❝❡s ❞❡✉① tâ❝❤❡s✱ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ à ❧❛

❢♦♥❝t✐♦♥ ♦❜❥❡❝t✐❢ ❧❛ q✉❛♥t✐té wjpj′−wj′pj q✉✐ ❡st ♥é❣❛t✐✈❡ ♦✉ ♥✉❧❧❡✳ ❯♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝❡♠❡♥t ♦♣t✐♠❛❧
❡st ❞♦♥❝ ♦❜t❡♥✉ ❡♥ ♦r❞♦♥♥❛♥t ❧❡s tâ❝❤❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ❧❡✉r ✐♥❞❡①❛t✐♦♥✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✵✳✹✳✽✳ ✖ ❙✐ ♦♥ ✈♦✐t ❧❡s ❡♥tr❡♣ôts D ❡t C ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❧❡s ❝❛♠✐♦♥s ❝♦♠♠❡
❞❡s tâ❝❤❡s✱ ❡t ❧❡ ❞é❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❡t ❧❡ ❝❤❛r❣❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ♦♥ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ✢♦✇✲s❤♦♣ à ✷ ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ✶✺ tâ❝❤❡s ❡t ♠✐♥✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✉ ♠❛❦❡s♣❛♥✱ ❝❡ q✉✐
s❡ rés♦✉t ❡♥ t❡♠♣s ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ✭❡t ♠ê♠❡ à ❧❛ ♠❛✐♥✮ ♣❛r ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❏♦❤♥s♦♥✳ ▲❡s ❞✉ré❡s ❞❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ♣❛r ❧❡ t❡♠♣s q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❞é❝❤❛r❣❡r ♦✉ ❝❤❛r❣❡r ❧❡s ❜♦ît❡s✳

■❝✐ ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ ✾✶ ♠✐♥✉t❡s✳ ❖♥ t❡r♠✐♥❡r❛ ❞♦♥❝ ❛✉ ♣❧✉s tôt à ✼❤✸✶✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✶✳✸✳✽✳ ✖ ❈♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❝❡ q✉✐ ❛ été ❛❥♦✉té à ❧✬♦r❛❧✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❡s ❝♦ûts ♣♦s✐t✐❢s✳
✶✳ P♦✉r (X, v) t❡❧s q✉❡ v ∈ X ⊆ V \ {s}✱ ♦♥ ♥♦t❡ π(X, v) ❧❡ ❝♦ût ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡

é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞♦♥t ❧❡s s♦♠♠❡ts s♦♥t {s} ∪X ❡t ❞♦♥t ❧❡s ❡①tré♠✐tés s♦♥t s ❡t v✳ ❖♥ ❛ ❛❧♦rs

π(X, v) =

{

c(sv) s✐ |X| = 1

minu∈X\{v}(π(X \ {v}, u) + c(uv)) s✐♥♦♥✳

P♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝❤❛î♥❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡ ❞✬❡①tré♠✐té s✱ ✐❧ s✉✣t ❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s
✈❛❧❡✉rs ❞❡ π(V, v) ♣♦✉r t♦✉t v ∈ V ✭❧❡s ❝♦ûts ét❛♥t ♣♦s✐t✐❢s✱ ♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ✐♥térêt à r❡✈❡♥✐r ❡♥ s✮✳

✷✳ ❈✬❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s (X, v) ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬é♥♦♥❝é✳ ■❧ ② ❡♥ ❛

n−1
∑

k=1

(

n− 1

k

)

k = (n− 1)2n−2.

✸✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ét❛t (X, v)✱ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s ❡st |X| − 1 ✭♥♦♠❜r❡ ❞❡ u ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s
❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❞②♥❛♠✐q✉❡✮✳ ❉✬♦ù ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥s

n−1
∑

k=1

(

n− 1

k

)

k(k − 1) = (n− 1)(n− 2)2n−3.

✶✻✺
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Château d’eau

❋✐❣✳ ✹

❊♥✉♠ér❡r t♦✉t❡s ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞♦♥♥❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛❞❞✐t✐♦♥s (n− 1)!(n− 1) ∼ n! ∼
√

2πn
(

n
e

)n
✱

❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥❝♦♠♣❛r❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞✳

✹✳ P♦✉r n = 15✱ ♦♥ ❝♦♠♣t❡ 745′472 ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ❡♥ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥❡ s❡❝♦♥❞❡✳
P♦✉r n = 30✱ ♦♥ ❝♦♠♣t❡ 1.09 × 1011 ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ s❡ ❢❛✐t ❡♥ 1.09 × 105 s❡❝♦♥❞❡s✱ s♦✐t

❡♥✈✐r♦♥ 30 ❤❡✉r❡s✳ ❖♥ ♥❡ ♣❡✉t rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❡♥ 1 ❥♦✉r✱ ♠❛✐s ❡♥ ✉♥❡ s❡♠❛✐♥❡ ♦✉✐✳
P♦✉r n = 45✱ ♦♥ ❝♦♠♣t❡ 8.32 × 1015 ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❢❛✐t 8.32 × 109 s❡❝♦♥❞❡s✱ s♦✐t ❡♥✈✐r♦♥

263 ❛♥♥é❡s✳ ▼ê♠❡ ❡♥ ✉♥ s✐è❝❧❡ ♦♥ ♥❡ ♣❛r✈✐❡♥t à rés♦✉❞r❡ ❝❡tt❡ ✐♥st❛♥❝❡✳

✺✳ ❖♥ s❛✐t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ♣❧✉s ❝♦✉rt❡ ❝❤❛î♥❡ ❤❛♠✐❧t♦♥✐❡♥♥❡ ❞❡ s à v✱ ♣♦✉r t♦✉t v /∈ V ✳ ■❧ s✉✣t
❛❧♦rs ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ✈❛❧❡✉rs ❞❡ π(V, v) + c(vs) ♣♦✉r t♦✉t v✳

❊①❡r❝✐❝❡ ✶✸✳✺✳✷✳ ✖ ❈✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❞❡ ❑r✉s❦❛❧✱ q✉✐ ❞ét❡r♠✐♥❡
❧✬❛r❜r❡ ❝♦✉✈r❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ♣❡t✐t ♣♦✐❞s✳ ■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛r❜r❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲✬✉♥ ❡st ❞♦♥♥é ❋✐❣✉r❡ ✹✳
▲❡ ❝♦ût ♦♣t✐♠❛❧ ❡st 35✳

✶✻✻
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❬✶❪ ❘✳❑✳ ❆❤✉❥❛✱ ❚✳■✳ ▼❛❣♥❛♥t✐✱ ❛♥❞ ❏✳❇✳ ❖r❧✐♥✱ ◆❡t✇♦r❦ ✢♦✇s✱ Pr❡♥t✐❝❡ ❍❛❧❧✱ ✶✾✾✸✳

❬✷❪ ❱✳ ❆r②❛✱ ◆✳ ●❛r❣✱ ❘✳ ❑❤❛♥❞❡❦❛r✱ ❆✳ ▼❡②❡rs♦♥✱ ❑✳ ▼✉♥❣❛❧❛✱ ❛♥❞ ❱✳ P❛♥❞✐t✱ ▲♦❝❛❧ s❡❛r❝❤
❤❡✉r✐st✐❝s ❢♦r k✲♠❡❞✐❛♥ ❛♥❞ ❢❛❝✐❧✐t② ❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✸✸
✭✷✵✵✹✮✱ ✺✹✹✕✺✻✷✳

❬✸❪ P✳ ❇r✉❝❦❡r✱ ❆♥ ❡✣❝✐❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠ ❢♦r t❤❡ ❥♦❜✲s❤♦♣ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t✇♦ ❥♦❜s✱ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✹✵
✭✶✾✽✽✮✱ ✸✺✸✕✸✺✾✳

❬✹❪ ❱✳ ❈❤✈át❛❧✱ ▲✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❲✳ ❍✳ ❋r❡❡♠❛♥✱ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✶✾✽✸✳

❬✺❪ ❘✳ ❈♦rr❡❛ ❛♥❞ ❈✳ ▲❡♠❛r❡❝❤❛❧✱ ❈♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ s♦♠❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❝♦♥✈❡① ♠✐♥✐♠✐③❛t✐♦♥✱
▼❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ Pr♦❣r❛♠♠✐♥❣ ✻✷ ✭✶✾✾✸✮✱ ✷✻✶✕✷✼✺✳

❬✻❪ ❉✳ ❞❡ ❲❡rr❛✱ ❚✳ ▼✳ ▲✐❡❜❧✐♥❣✱ ❛♥❞ ❍ê❝❤❡ ❏✳✲❋✳✱ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ✐♥❣é♥✐❡✉rs✱
Pr❡ss❡s ♣♦❧②t❡❝❤♥✐q✉❡s ❡t ✉♥✐✈❡rs✐t❛✐r❡s r♦♠❛♥❞❡s✱ ✷✵✵✸✳

❬✼❪ ❙✳❊✳ ❉r❡②❢✉s ❛♥❞ ❘✳❆✳ ❲❛❣♥❡r✱ ❚❤❡ st❡✐♥❡r ♣r♦❜❧❡♠ ✐♥ ❣r❛♣❤s✱ ◆❡t✇♦r❦s ✭✶✾✼✷✮✱ ✶✾✺✕✷✵✼✳

❬✽❪ ❏✳ ❊❞♠♦♥❞s ❛♥❞ ❘✳▼✳ ❑❛r♣✱ ❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ✐♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐❝ ❡✣❝✐❡♥❝② ❢♦r ♥❡t✇♦r❦
✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❈▼ ✶✾ ✭✶✾✼✷✮✱ ✷✹✽✕✷✻✹✳

❬✾❪ ❉✳ ●❛❧❡ ❛♥❞ ▲✳❙✳ ❙❤❛♣❧❡②✱ ❈♦❧❧❡❣❡ ❛❞♠✐ss✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ st❛❜✐❧✐t② ♦❢ ♠❛rr✐❛❣❡✱ ❆♠❡r✐❝❛♥ ▼❛✲
t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ▼♦♥t❤❧② ✭✶✾✻✷✮✱ ✾✕✶✺✳

❬✶✵❪ ▼✳❘✳ ●❛r❡② ❛♥❞ ❉✳❙✳ ❏♦❤s♦♥✱ ❈♦♠♣✉t❡rs ❛♥❞ ✐♥tr❛❝t❛❜✐❧✐t② ✿ ❆ ❣✉✐❞❡ t♦ t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ♥♣✲
❝♦♠♣❧❡t♥❡ss✳

❬✶✶❪ ◆✳ ●❛r❣ ❛♥❞ ❏✳ ❑ö♥❡♠❛♥♥✱ ❋❛st❡r ❛♥❞ s✐♠♣❧❡r ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ♠✉❧t✐❝♦♠♠♦❞✐t② ✢♦✇ ❛♥❞
♦t❤❡r ❢r❛❝t✐♦♥❛❧ ♣❛❝❦✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠s✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✸✾t❤ ❆♥♥✉❛❧ ■❊❊❊ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥
❋♦✉♥❞❛t✐♦♥s ♦❢ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✶✾✾✽✱ ♣♣✳ ✸✵✵✕✸✵✾✳

❬✶✷❪ ❆✳ ❱✳ ●♦❧❞❜❡r❣✱ ❙❝❛❧✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ s❤♦rt❡st ♣❛t❤s ♣r♦❜❧❡♠✱ ❙■❆▼ ❏♦✉r♥❛❧ ♦♥ ❈♦♠✲
♣✉t✐♥❣ ✷✹ ✭✶✾✾✺✮✱ ✷✷✷✕✷✸✶✳

❬✶✸❪ ❆✳❱✳ ●♦❧❞❜❡r❣ ❛♥❞ ❘✳❊✳ ❚❛r❥❛♥✱ ❋✐♥❞✐♥❣ ♠✐♥✐♠✉♠✲❝♦st ❝✐r❝✉❧❛t✐♦♥s ❜② ❝❛♥❝❡❧❧✐♥❣ ♥❡❣❛t✐✈❡
❝②❝❧❡s✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❈▼ ✸✻ ✭✶✾✽✺✮✱ ✽✼✸✕✽✽✻✳



❬✶✹❪ ▼✳ ●röt❝❤❡❧✱ ▲✳ ▲♦✈ás③✱ ❛♥❞ ▲✳ ❙❝❤r✐❥✈❡r✱ ●❡♦♠❡tr✐❝ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ♦♣t✐♠✐✲
③❛t✐♦♥✱ ✷♥❞ ❡❞✐t✐♦♥✱ ❙♣r✐♥❣❡r✱ ❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✶✾✾✹✳

❬✶✺❪ ❇✳ ❍❛❥❡❦✱ ❈♦♦❧✐♥❣ s❝❤❡❞✉❧❡s ❢♦r ♦♣t✐♠❛❧ ❛♥♥❡❛❧✐♥❣✱ ▼❛t❤❡♠❛t✐❝s ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ✶✸
✭✶✾✾✶✮✱ ✸✶✶✕✸✷✾✳

❬✶✻❪ ❆✳ ❍❡rt③ ❛♥❞ ❉✳ ❉❡ ❲❡rr❛✱ ❯s✐♥❣ t❛❜✉ s❡❛r❝❤ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❢♦r ❣r❛♣❤ ❝♦❧♦r✐♥❣✱ ❈♦♠♣✉t✐♥❣ ✸✾
✭✶✾✽✼✮✱ ✸✹✺✕✸✺✶✳

❬✶✼❪ ❖✳❍✳ ■❜❛rr❛ ❛♥❞ ❈✳❊✳ ❑✐♠✱ ❋❛st ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r t❤❡ ❦♥❛♣s❛❝❦ ❛♥❞ s✉♠ ♦❢
s✉❜s❡t ♣r♦❜❧❡♠✱ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ t❤❡ ❆❈▼ ✭✶✾✼✺✮✱ ✹✻✸✕✹✻✽✳

❬✶✽❪ ❏✳❘✳ ❏❛❝❦s♦♥✱ ❙❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ ❧✐♥❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ ♠❛①✐♠✉♠ t❛r❞✐♥❡ss✱ ❚❡❝❤✳ r❡♣♦rt✱
❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❈❛❧✐❢♦r♥✐❛✱ ▲♦s ❆♥❣❡❧❡s✱ ✶✾✺✺✳

❬✶✾❪ ❙✳▼✳ ❏♦♥s♦♥✱ ❖♣t✐♠❛❧ t✇♦✲ ❛♥❞ t❤r❡❡✲st❛❣❡ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥ s❝❤❡❞✉❧❡s ✇✐t❤ s❡t✉♣ t✐♠❡s ✐♥❝❧✉❞❡❞✱
◆❛✈❛❧ ❘❡s✳ ▲♦❣✳ ◗✉❛rt ✶ ✭✶✾✺✹✮✱ ✻✶✕✻✽✳

❬✷✵❪ ❘✳▼✳ ❑❛r♣✱ ❆ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝②❝❧❡ ♠❡❛♥ ✐♥ ❛ ❞✐❣r❛♣❤✱ ❉✐s❝r❡t❡ ▼❛t❤❡✲
♠❛t✐❝s ✷✸ ✭✶✾✼✽✮✱ ✸✵✾✕✸✶✶✳

❬✷✶❪ ❑✉❤♥✱ ✭✶✾✺✺✮✳

❬✷✷❪ ❏✳ ▼❛t♦✉s❡❦ ❛♥❞ ❇✳ ●ärt♥❡r✱ ❯♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠♠✐♥❣✱ ❙r✐♥❣❡r✱ ❇❡r❧✐♥
❍❡✐❞❡❧❜❡r❣ ◆❡✇ ❨♦r❦✱ ✷✵✵✼✳

❬✷✸❪ ❉✳❇✳ ❙❤♠♦②s✱ ❊✳ ❚❛r❞♦s✱ ❛♥❞ ❑✳ ❆❛r❞❛❧✱ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠s ❢♦r ❢❛❝✐❧✐t② ❧♦❝❛t✐♦♥
♣r♦❜❧❡♠s✳✱ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ✷✾t❤ ❆♥♥✉❛❧ ❆❈▼ ❙②♠♣♦s✐✉♠ ♦♥ ❚❤❡♦r② ♦❢ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱
✶✾✾✼✱ ♣♣✳ ✷✻✺✕✷✼✹✳

❬✷✹❪ ❊✳ ❚❛r❞♦s✱ ❆ str♦♥❣❧② ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧ ❛❧❣♦r✐t❤♠ t♦ s♦❧✈❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦r✐❛❧ ❧✐♥❡❛r ♣r♦❣r❛♠s✱ ❖♣❡r❛✲
t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ✸✹ ✭✶✾✽✻✮✱ ✷✺✵✕✷✺✻✳

❬✷✺❪ ❚✳ ❚❡r❧❛❦②✱ ❆♥ ❡❛s② ✇❛② t♦ t❡❛❝❤ ✐♥t❡r✐♦r✲♣♦✐♥t ♠❡t❤♦❞s✱ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❖♣❡r❛t✐♦♥
❘❡s❡❛r❝❤ ✶✸✵ ✭✷✵✵✶✮✱ ✶✕✶✾✳

✶✻✽
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◗❯❊▲◗❯❊❙ ❖❯❚■▲❙ ❉❊ ❘✳❖✳

◗✉❡❧q✉❡s s♦❝✐étés

❘♦❛❞❡❢ ✭✇✇✇✳r♦❛❞❡❢✳♦r❣✮ ✿ s♦❝✐été ❢r❛♥❝❛✐s❡ ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡t ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥✳
❊✉r♦ ✭✇✇✇✳❡✉r♦✲♦♥❧✐♥❡✳♦r❣✮ ✿ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s ❡✉r♦♣é❡♥♥❡s ❞❡s s♦❝✐étés ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
■♥❢♦r♠s ✭✇✇✇✳✐♥❢♦r♠s✳♦r❣✮ ✿ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ❛♥❞ t❤❡ ▼❛♥❛❣❡♠❡♥t ❙❝✐❡♥❝❡s✳
❈✬❡st ❧❛ ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡ s♦❝✐été ♣r♦❢❡ss✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

❘❡ss♦✉r❝❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡

✕ ✷✹❤ ❖♣❡r❛t✐♦♥s r❡s❡❛r❝❤✳
✕ ❯♥❡ ❧✐st❡ ❞✬♦✉t✐❧s ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ♣♦✉r ❧❛ ❘❡❝❤❡r❝❤❡ ❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ◆❊❖❙ ✿ ❙❡r✲
✈❡r ❢♦r ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✲♥❡♦s✳♠❝s✳❛♥❧✳❣♦✈✮ Pr♦♣♦s❡ ❞❡s s❡r✈❡✉rs ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❘✳❖
✉t✐❧✐s❛❜❧❡s ❡♥ ❧✐❣♥❡ ✈✐❛ ❞❡s ❢♦r♠❛ts ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ✭❆▼P▲✱ ✳✳✳✮

✕ ❖✉t✐❧s ♣❛r ♦r❞r❡ ❛❧♣❤❛❜ét✐q✉❡ ❈❖■◆✲❖❘ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❝♦✐♥✲♦r✳♦r❣✴✮ ❈❖♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ■◆✲
❢r❛str✉❝t✉r❡ ❢♦r ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ Pr♦❥❡t ❖♣❡♥ s♦✉r❝❡✱ ❛♠❜✐t✐❡✉①✱ ❞✬♦r✐❣✐♥❡ ■❇▼ ✭❈✰✰✮

✕ ❈❖▼❊❚ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❝s✳❜r♦✇♥✳❡❞✉✴♣❡♦♣❧❡✴♣✈❤✴❝♦♠❡t✴❝♦♠❡t✳❤t♠❧✮ ❈❖▼❊❚ ❡st ✉♥❡ ♣❧❛t✲
❢♦r♠❡ ❛ss♦❝✐❛♥t ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❧♦❝❛❧ ❡t ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡✳ ❈❖▼❊❚ s✬❛♣♣✉✐t
s✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♦❜❥❡t ❡t ♣❡✉t êtr❡ ét❡♥❞✉ ✭❝ré❛t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳✳✳✮ ❡♥ ❈✰✰✳

✕ ●▲P❑ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❣♥✉✳♦r❣✴s♦❢t✇❛r❡✴❣❧♣❦✴✮ ✿ ▲❛ ❜✐❜❧✐♦t❤èq✉❡ ●❧♣❦ ❡st ❧✐✈ré❡ ❛✈❡❝ ✉♥
s♦❧✈❡✉r ❛✉t♦♥♦♠❡ ✭❣❧♣s♦❧✮✱ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ tr❛✐t❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ✭❝♦♥t✐♥✉s ♦✉ ❡♥ ♥♦♠❜r❡
❡♥t✐❡r✮ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❞❡ s✐♠♣❧❡①❡ ♦✉ ❞❡ P♦✐♥ts ■♥tér✐❡✉r✳ ❈❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
♠♦❞é❧✐sés ❞❛♥s ❞✐✛ér❡♥ts ❧❛♥❣❛❣❡s✱ ❞♦♥t ❧✬❡①❝❡❧❧❡♥t ●▼P▲ ✭❝❧♦♥❡ ❞❡ ❆▼P▲✮✳

✕ P❛❣❡ ❘❖ ❞❡ ●♦♦❣❧❡ ✭❤tt♣ ✿✴✴❝♦❞❡✳❣♦♦❣❧❡✳❝♦♠✴♣✴♦r✲t♦♦❧s✴✮ ✿ ●♦♦❣❧❡ ❛ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r s❡s
❜❡s♦✐♥s ♣r♦♣r❡s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦✉t✐❧s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❙✉r ❝❡ s✐t❡✱ ✐❧s s♦♥t
♣r♦♣♦sés ❡♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡✳

✕ ●❯❙❊❑ ✭❤tt♣ ✿✴✴❣✉s❡❦✳s♦✉r❝❡❢♦r❣❡✳♥❡t✴❣✉s❡❦✳❤t♠❧✮ ✿ ❧❡ s♦❧✈❡r ●▲P❑ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❀
♣♦✉r ❲✐♥❞♦✇s✳

✕ ●r❛♣❤✈✐③ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❣r❛♣❤✈✐③✳♦r❣✴✮ ✿ ▲♦❣✐❝✐❡❧ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬❛✣❝❤❡r ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡♠❡♥t
✉♥ ❣r❛♣❤❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❢♦r♠❛ts ❞❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ t❡①t✉❡❧s s✐♠♣❧❡s✳

✕ ▲P❴❙♦❧✈❡ ✭❤tt♣ ✿✴✴❣r♦✉♣s✳②❛❤♦♦✳❝♦♠✴❣r♦✉♣✴❧♣❴s♦❧✈❡✴✮
✕ ❖♣❡r❛t✐♦♥s ❘❡s❡❛r❝❤ ✲ ❏❛✈❛ ♦❜❥❡❝t ✭❤tt♣ ✿✴✴❖♣s❘❡s❡❛r❝❤✳❝♦♠✴❖❘✲❖❜❥❡❝ts✮ ▲✐❜r❛✐r✐❡ ❏❆❱❆
♣♦✉r ✭♣❡t✐ts✮ ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❘✳❖✳ ❯t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❣r❛t✉✐t❡✱ ♠❛✐s s♦✉r❝❡s ♥♦♥ ❛❝❝❡ss✐❜❧❡s✳ ◆❡ s❡♠❜❧❡
♣❧✉s ♠❛✐♥t❡♥✉❡✱ ♠❛✐s r❡st❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❡s ❆P■✳

✕ ◗❙♦♣t✲❊①❛❝t ❍♦♠❡ P❛❣❡ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❞✐✐✳✉❝❤✐❧❡✳❝❧✴ ❞❛❡s♣✐♥♦✴✮ ❙♦❧✈❡✉r ❧✐♥é❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❝❛❧❝✉❧s
❡①❛❝ts ✭❝❛r r❛t✐♦♥♥❡❧s✮✱ ❜❛sé s✉r ❧❛ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ●▼P ✭●♥✉ ▼✉❧t✐ Pr❡❝✐s✐♦♥✮

✕ ❚❙P ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳ts♣✳❣❛t❡❝❤✳❡❞✉✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧✮ ✿ ❧❡ s✐t❡ ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ s✉r ❧❡ ❚❙P✳ ❉❡ ❧❛ ❞♦✲
❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❞❡s s♦❧✈❡rs✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ❥❡✉①✱ ❡t❝✳



✕ ❙❈■▲❆❇✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳s❝✐❧❛❜✳♦r❣✴✮ ✿ ▲✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ s❝✐❡♥t✐✜q✉❡ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ❞❡
ré❢ér❡♥❝❡✳

✕ ❙❈■P ✭❤tt♣ ✿✴✴s❝✐♣✳③✐❜✳❞❡✴❞♦❝✴❤t♠❧✴✐♥❞❡①✳❤t♠❧✮ ✿ P❡✉t✲êtr❡ ✉♥ ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❧✐❜r❡s
❛❝t✉❡❧s✳ ■❧ ♣♦ssè❞❡ ❞❡ ♣❧✉s ✉♥❡ ❧✐❜r❛✐r✐❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧é♠❡♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞❡s ❜r❛♥❝❤✲
❛♥❞✲❝✉ts✳

◗✉❡❧q✉❡s ❙❙■■ s♣é❝✐❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ ❘❖

✕ ❆rt❡❧②s ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❛rt❡❧②s✳❝♦♠✴✮ ❙♦❝✐été s♣é❝✐❛❧✐sé❡ ❡♥ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ✲ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P❛r
❛✐❧❧❡✉rs✱ ❆rt❡❧②s ♣r♦♣♦s❡ ❞és♦r♠❛✐s ❆rt❡❧②s ❑❛❧✐s ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✭❧✐❜r❛✐r✐❡ ❈✰✰ ♦✉ ❥❛✈❛✮
❞❡ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❈♦♥tr❛✐♥t❡s ❡①♣❧♦✐t❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❳♣r❡ss✲
▼♦s❡❧✳

✕ ❊✉r♦❞é❝✐s✐♦♥ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❡✉r♦❞❡❝✐s✐♦♥✳❝♦♠✮ ré❛❧✐s❡ ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✬❛✐❞❡ à ❧❛ ❞é❝✐s✐♦♥
♣❛r ✐♥té❣r❛t✐♦♥ ❞❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ▲❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞♦♠❛✐♥❡s
❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t ✿ ❧❛ ❧♦❣✐st✐q✉❡✱ ❧❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❤✉♠❛✐♥❡s✱ ❧❛ ♣r♦❞✉❝t✐♦♥✱ ❧❡ tr❛♥s♣♦rt✱ ❧❡s
❛❝❤❛ts✱ ❧❡s té❧é❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳

✕ ❋✉t✉r▼❛st❡r ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❋✉t✉r▼❛st❡r✳❝♦♠✮ ❋✉t✉r▼❛st❡r ❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ s❡s ❝❧✐❡♥ts ❞❛♥s
❧❡✉r ❞é♠❛r❝❤❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉rs ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❧♦❣✐st✐q✉❡s ❡♥ ❧❡✉r ♦✛r❛♥t ❞❡s s♦❧✉✲
t✐♦♥s ❧♦❣✐❝✐❡❧❧❡s ♣❡rt✐♥❡♥t❡s✱ é✈♦❧✉t✐✈❡s ❡t ré❛❝t✐✈❡s✱ ♣♦✉r s✉✐✈r❡ ❧❡s ❝❤❛♥❣❡♠❡♥ts ✐♥t❡r♥❡s ❡t
❡①t❡r♥❡s ❞❡ ❧✬❡♥tr❡♣r✐s❡✳

✕ ❘♦st✉❞❡❧ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳r♦st✉❞❡❧✳❝♦♠✴✮ ❈✬❡st ✉♥❡ t♦✉t❡ ❥❡✉♥❡ ❡♥tr❡♣r✐s❡ ✭❢♦♥❞é❡ ♣❛r ✉♥
❛♥❝✐❡♥ é❧è✈❡ ❞❡ ❧✬é❝♦❧❡ ❞❡s ♣♦♥ts✮ q✉✐ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ♣r❡st❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥s❡✐❧ ❡♥ r❡❝❤❡r❝❤❡ ♦♣é✲
r❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✳

◗✉❡❧q✉❡s s♦❝✐étés é❞✐tr✐❝❡s ❞❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡ ❘❖

✕ ❆♠❛❞❡✉s ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❛♠❛❞❡✉s✳❝♦♠✮ ✿ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬✐♥❞✉s✲
tr✐❡ ❞✉ ✈♦②❛❣❡ ❡t ❞✉ t♦✉r✐s♠❡✳

✕ ❉❛s❤ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❞❛s❤✳❝♦✳✉❦✴✮ ✿ ♣r♦♣♦s❡ ❧✬♦✉t✐❧ ❳♣r❡ss✲▼P✳
✕ ❊q✉✐t✐♠❡ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❡q✉✐t✐♠❡✳❢r✴✮ ✿ ♣r♦♣♦s❡ ❞❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞✬❡♠♣❧♦✐s ❞✉
t❡♠♣s✳

✕ ●♦✇❡r ❖♣t✐♠❛❧ ❆❧❣♦r✐t❤♠s ▲t❞ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳♣❛❝❦②♦✉r❝♦♥t❛✐♥❡r✳❝♦♠✴✐♥❞❡①✳❤t♠✮ ✿ ♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐st✐q✉❡✳

✕ ■▲❖● ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳✐❧♦❣✳❢r✴♣r♦❞✉❝ts✴♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✮ Pr♦♣♦s❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❞❡ ré❢ér❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ■▲❖●✴❈♣❧❡① ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❡t q✉❛❞r❛✲
t✐q✉❡ ❡t ■▲❖●✴❈P ♣♦✉r ❧❛ Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✳

✕ ■◆❘❖ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳✐♥r♦✳❝❛✴❢r✴♣r♦❞✉✐ts✴✮ ✿ ▲✬■◆❘❖ ❡st s♣é❝✐❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❡s ❧♦❣✐❝✐❡❧s ❞❡
♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s tr❛♥s♣♦rts ✿ ❊▼▼❊✴✷ ❡t ❉②♥❛♠❡q✳

✕ ❑▲❙ ❖♣t✐♠ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❦❧s♦♣t✐♠✳❝♦♠✴✮ ✿ s♣é❝✐❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛♥s ❞❡
❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✭♣❛❝❦✐♥❣✮✳

✕ ❑♦❛❧♦❣ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❦♦❛❧♦❣✳❝♦♠✴♣❤♣✴❥❝s✳♣❤♣✮ ✿ ❈❡tt❡ s♦❝✐été ❢r❛♥ç❛✐s❡ ♣r♦♣♦s❡ ❡♥tr❡ ❛✉tr❡
✉♥ ❙♦❧✈❡✉r ♣❛r ❝♦♥tr❛✐♥t❡s é❝r✐t ✶✵✵✪ ❡♥ ❥❛✈❛✱ ❛✈❡❝ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳✳✳ ❯♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t
❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥❡ ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥ ❞✬ ♦♣t✐♦♥s ❞✬❛✉t♦♠♦❜✐❧❡ ✳

✕ ▲♦❛❞P❧❛♥♥❡r ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳❧♦❛❞♣❧❛♥♥❡r✳❝♦♠✴✮ ✿ s♣é❝✐❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛♥s ❞❡
❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✭♣❛❝❦✐♥❣✮✳

✕ ❖♣t✐✲t✐♠❡ ✭❤tt♣ ✿✴✴✇✇✇✳♦♣t✐✲t✐♠❡✳❝♦♠✮ ✿ s♣é❝✐❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉r♥é❡s✳
✕ ❖rt❡❝ ✭❤tt♣ ✿✴✴❢r✳♦rt❡❝✳❝♦♠✴s♦❧✉t✐♦♥s✴❧❜✳❛s♣① ✿ s♣é❝✐❛❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ♣❧❛♥s ❞❡
❝❤❛r❣❡♠❡♥t ✭♣❛❝❦✐♥❣✮ ❡t ❞❡s t♦✉r♥é❡s✳

✶✼✷



❊♥tr❡♣r✐s❡s ❢r❛♥ç❛✐s❡s ❛②❛♥t ❞❡s ❞é♣❛rt❡♠❡♥ts ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♠♣ét❡♥❝❡s ❡♥ ❘❡❝❤❡r❝❤❡
❖♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡

❊❉❋✱ ❙◆❈❋✱ ❇♦✉②❣✉❡s✱ ❘❡♥❛✉❧t✱ ●❉❋✲❙✉❡③✱ ❙❛✐♥t✲●♦❜❛✐♥✱ ❆✐r ▲✐q✉✐❞❡✱ ❋r❛♥❝❡ ❚❡❧❡❝♦♠✱ ❆✐r
❋r❛♥❝❡✱ ❱é♦❧✐❛✱ ❧❛ P♦st❡✱ ❧✬❆r♠é❡ ❞❡ ❚❡rr❡✱ ❧❛ ▼❛r✐♥❡✱ ✳✳✳

◗✉❡❧q✉❡s s♦❧✈❡✉rs ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡

P❛②❛♥t ✿ ❈P▲❊❳✱ ❳P❘❊❙❙✱ ▼■◆❖❙

▲✐❜r❡s ✿ ●▲P❑✱ ▲P❙❖▲❱❊✱ ❈▲P✱ ❙❈■P✱ ❙❖P▲❊❳

❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❝❡s s♦❧✈❡✉rs ♣❡✉✈❡♥t rés♦✉❞r❡ ❜✐❡♥ ❞✬❛✉tr❡s t②♣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳

◗✉❡❧q✉❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥
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